ALS1 — Prednaska 1

Pravépodobnost, ndhodna proménnda, oc¢ekdavani hodnota ndhodné proménné

Prostor elementdrnich jevi S je mnoZina, jejiz prvky se nazyvaji elementdrni jev. Jev je podmnozina A; A je jisty jev pokud
A= S; A je nemony jev pokud A = (). Dva jevy A, B jsou vzdjemné neslucitelné jevy pokud AN B = (.

Axiomy pravdépodobnosti
Rozdéleni pravdépodobnosti Pr{} na S je zobrazeni S — R t.Z.

1. Pr{A} > 0 pro kazdy jev A.
2. Pr{S} =1.
3. Pr{AU B} = Pr{A} + Pr{B} pro kazdé dva vzajemné neslucitelné jevy A a B.

Pr(A) se nazyva pravdépodobnost jevu A.

Podminéna pravdépodobnost a nezavislost
Podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B je definovana jako

Pr{AN B}

PrA| B} =~

pokud Pr{B} # 0.
Dva jevy jsou nezdvislé, pokud
Pr{AN B} =Pr{A} - Pr{B},

coz je ekvivalentni, pokud Pr{B} # 0, podmince
Pr{A| B} = Pr{A}.

Nahodné proménné

Diskrétni ndhodna proménnéa X je funkce z koneéného nebo spocetné nekoneéného prostoru vzori do mnoziny redlnych ¢isel.
Pro ndhodnou proménnou X a realné &islo = definujeme udalost X = z jako {s € S| X(s) = z}; tedy

Pr{X =ua}= Z Pr{s}.
{seS|X(s)=z}

Funkee f(z) = Pr{X = x} je funkce hustoty pravdépodobnosti n4hodné proménné X. Z axiomi pravdépodobnosti méme
Pr{:X' =z} >0a) Pr{X=az}=1
Rikadme, Ze dvé ndhodné proménné X a Y jsou nezdvislé, pokud pro vSechna x a y plati

Pr{X =z and Y =y} =Pr{X =z} - Pr{Y = y}.

Ocekavana hodnota nadhodné proménné

Ocekdvand hodnota diskrétni ndhodné proménné X je
E[X] =) Pr{X =z},

coz je dobre dofinovano pokud je ta suma kone¢na nebo konverguje absolutné.
Linearita ocekdvdni
E[X +Y] =E[X]+ E[Y],

pokud jsou E[X] a E[Y] definované.
Pokud X je nahodné proménna, libovolné funkce g(x) definuje nova ndhodna proménna g(X). Pokud je o¢ekdavana hodnota
g9(X) definovana, pak

E[g(X)] =) _g(x) - Pr{X = z}.

Pokud g(x) = ax (a je konstanta), pak
ElaX] = aE[X].



Pokud jsou dvé ndhodné proménné X a Y, které jsou nezavisle a maji definovanou ocekavanou hodnotu,
BXY]=> Y Pr{X=zand Y =y}
Ty

Pokud ndhodna proménna X nabyva hodnot z mnoziny pfirozenych ¢&isel, plati:
EX]=> iPr{X =i} =) i(Pr{X >i} = Pr{X >i+1}) = Pr{X >i}.
i=0 i=0 i=0
Jensenova nerovnost: plati E[f(X)] > f(E[X]) pro konvexni funkei f(X).

Binarni vyhledavaci stromy (binary search tree, BST)

Mame linearné usporfadanou mnozinu kli¢i. BST je strom, kde

— uzly jsou oznaceny klic¢em,

— kazdy uzel ma nejvyse dva potomky (nejvyse jednoho levého a nejvyse jednoho pravého).
— pokud mé uzel s kli¢em k levého potomka s klicem [, plati [ < k.

— pokud mé uzel s kli¢em k pravého potomka s klicem p, plati k& < p.

Theorem 1. Ocekdvdny pocet porovndni pri vyhleddvdni v BST o N klicich je asi
2In N ~ 1.3861og, N.

To plati za predpokladu, Ze se jedn& o nahodné postaveny strom (randomly built BST; RBBST):

— pravdépodobnost, ze N kli¢a bylo vlozeno v kazdém z N! poradi je stejna.
— ze stromu se nemazalo.

Oznacme:

— Cpy — prumérny pocet porovnani pii tuspésném hledani v BST s NV klici.
— O\ — prumérny pocet porovnani pii netspésném hledani v BST s NV klidi.
Cl + Cl + . + O/
CN =1+ 0 1 N—1 (1)
N

RozsiFeny bindrni strom — pridame zvlastni uzly tam, kde mél ptivodni strom prazdny podstrom.

délka vnéjsi cesty (E — external path length): Soudet vzdalenosti kotfene od v8ech vngjsich uzla.

délka vnitini cesty (I — internal path length): Soucet vzdalenosti kofene od vech vnit¥nich uzla.

Theorem 2. Pro BST o N wvnitinich uzlech plati, Ze
E=1T1+2N. (2)

Pokud predpokladame, ze kazdy kli¢ je vyhledavan se stejnou pravdépodobnosti a ze kazdy z N + 1 intervalt mezi klici
a vné extrémnich hodnot kli¢u je stejné pravdépodobny, dostavame:

I E
=1+~ and Cfy=—.
S pouzitim (2) dostavame
1
ON=(1+N>C§V—1. (3)
Z (1) a (3) dostavame
(N+1)Cy =2N+C{+Ci+ -+ Cy_;. (4)
Zbavime se rekurence — ode¢teme od (5) rovnici
NCy_1=2(N-1)+Cy+Cj +---+ Cy_s. (5)

Dostaneme
(N+1)Cy —NCy_1=2+Ch_4.

Po upravée
Cly = Cly s+ —2—
N N-1 N+ 1



Intermezzo: Harmonicka ¢isla

11 1 ¢
Hn:1_~_,+,+...+azl; =Inn+ O(1)

2 3

El

posledni krok se da ukazat aproximaci integrély.
Kdyz se da sumace vyjadrit jako > ,_  f(k), kde f(k) je monotonné klesajici funkce, miZeme ji aproximovat:

[ iwar< Y s0< [ s
— m—1

m

Dolni hranice:
n 1 n+1 1
272/ —dz =In(n+1)
b1 k 1 xr

Horni hranice:

"1 " |
Z%S/l ;da:zlnn a tedy Zgglnn—i-l
k=2 k=1
Harmonicka ¢isla rekurzivné:
H, — 0 1 ?ro n =020,
H, 1+ ; jinak.

Takze Cf = 2HNn41 — 2.

konec intermezza

Po dosazeni do (3) a zjednoduseni dostavame
1
CN:2(1+N)HN—3%21HN.

Theorem 3. Ocekdvand vyska RBBST o N uzlech je O(log(N)).
Nadefinujeme si tyto t¥i ndhodné proménné:

— vyska RBBST o N prvcich Xy,
— exponencialni vyska Yy = 2%~
— kli¢ v kofeni RBBST Ry.

Hodnota Ry je se stejnou pravdépodobnosti kterykoli z prvki {1,..., N}. Pokud Ry = i, pak

— levy podstrom je RBBST o ¢ — 1 prvcich,
— pravy podstrom je RBBST o N — i prvcich,
- Yy =2 -max(Y;_1, YN )

Jako krajni pfipady Yy méame Y; = 1,Y; = 0.
Déle definujeme nahodné proménné Zy1,Zn2,...,Zn,n, kde Zn,; = I{Rn = i}.
Méme Pr{Rn =i} =1 proi=1,2,...,n, a tedy

1
ElZy;] = - proi=1,2,...,n.

Protoze pravé jedna hodnota Zy,; = 1 a vSechny ostatni jsou 0, mame taky

N

Y=Y Zni(2 max(Y; 1, Yn_y)).
i=1

Ukazeme, ze E[Yn] je polynomickd v N, z toho pak vyplyne, ze E[X ] = O(log N).

Nahodna proménnd Zy ; je nezavisla na Y;_1 a Yy _;.

KdyZ vybereme Ry = i, levy podstrom (s exp. vyskou Y;_1) je ndhodné postaven z i — 1 kli¢1, které jsou mensi nez i. Tento
podstrom je jako jakykoli jiny podstrom postaveny z ¢ — 1 prvku:

— pouze pocet prvka v ném je zavisly na volbé Ry,



— jeho struktura neni nijak zavisl4 na volbé Ry . stejné tak pro pravy podstrom.

N

E[Yy] =E ZZNZ (2 max(Y; 1, Yni)) | = > B[Zn(2- max(V; 1, Yn_,))]
=1

N
ElZn:-E[(2-max(Yi_1,YN_;))] = Z % ‘E[(2-max(Yi_1, Yn—s))]
1 i=1

I
Mz

<.
Il

9 N 9 N
N; [max(Y;—1, Yn—i)] SN; Yio1] + E[Yn_i]
V poslednim vyrazu se kazdy term E[Yy], E[Y1],...,E[YN_1] vyskytuje dvakrat — mtiZeme ho zjednodusit na
4 Nl

Pro N =1 toto plati

Dale

Plati, ze 2P~ < E[2X~] = E[yy].
Z toho dostavame, ze
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