ALS1 — Prednaska 2

1 Analyza haSovani s retézenim

Faktor zaplneéni o (load factor) je n/m, tedy primérny pocet prvka v Fetézu. Pramérny vykon zavisi na tom, jak dobfe
(v priméru) haSovaci funkce distribuuje klice do m sloti. Prozatim budeme piedpokladat, Zze dany prvek je se stejnou
pravdépodobnosti nahasovan do libovolného z m slotii, nezévisle na tom, kam byly haSovany ostatni prvky. Toto nazyvame
predpoklad jednoduchého uniformniho hasovdni (simple uniform hashing), SUH.

Pro j =0,1,...,m — 1, ozna¢me délku seznamu T'[j] jako n;, takze n = ng + n1 + - + nym_1, & pramérna hodnota n;
je E[n;] = o = n/m. Pfedpokladame, ze h(k) je pocitano v ¢ase O(1), takze ¢as hledani prvku s kli¢em k je linearné zavisly
na délce ny, () seznamu T'[h(k)]. Podivame se na to, kolik prvki musime prozkoumat pfi Gsp&ném a netispé&ném hledani.

Theorem 1. V haSovaci tabulce, ve které jsou kolize FeSeny fetézenim, neuspéiné hleddni zabere ocekdvdny éas O(1 + ) za
piredpokladu SUH.

Diikaz. Za pfedpokladu SUH je libovolny kli¢ k, ktery doposud neni ulozeny v tabulce se hasuje se stejnou pravdépodobnosti
do kteréhokoli z m slotti. O¢ekavany ¢as netispésného hledani je klice k je o¢ekavany ¢as hledani do konce seznamu T'[h(k)],
ktery ma ocekavanou délku Elny)] = a. Tedy ocekavany pocet prvki zkoumanych pii netispédném hledani je a, a celkovy
Cas (veetné ¢asu pro vypocet h(k) je O(1 + a)).

Theorem 2. V haSovaci tabulce, ve které jsou kolize FeSeny Fetézenim, 1ispésné hleddni zabere ocekdvinyg éas O(1 + ) za
piredpokladu SUH.

Diikaz. Predpokladame, Ze prvek ktery hledame, je se stejnou pravdépodobnosti kterykoli z n prvkia ulozenych v tabulce.
Pocet zkoumanych prvki béhem uspésného hledani prvku z je 1+ pocet prvku, které jsou v seznamu (ve kterém je x) pred
x. To je tedy pocet prvki, které byly vlozeny po z (vkladame na zadatek seznamu).
Necht x; oznacuje ity prvek vlozeny do tabulky pro i = 1,2,...,n a necht k; = key[z;]. Pro kli¢e k; a k; definujeme
néhodnou proménnou X;; = I{h(k;) = h(k;)}. Z pfedpokladu SUH mame Pr{h(k;) = h(k;)} = 1/m, a tedy E[X;;] = 1/m.
Takze o¢ekavany pocet zkoumanych prvka pii aspésném hledani je:

n n n

n n n n 1 1
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TakZe celkové je to O(2+ «/2 — a/2n) = O(1 + ).

1.1 Univerzalni haSovani (universal hashing)

Pro kazdou pevné danou haSovaci funkci miZeme vybrat n kli¢a tak, aby se pfifadily stejnému slotu, a tim dostaneme
prumérny ¢as hledani ©(n).

Jediny efektivni zpusob, jak to vylepsit je vybirat haSovaci funkci ndhodné, zptisobem, ktery je nezavisly na kli¢ich, které
maji byt ulozeny — univerzalni hasovani.

Hlavni idea: nahodné vybrat z dobie navrzené tiidy haSovacich funkei na zacatku spusténi.

Necht #H je kone¢néa kolekce hasovacich funkei, ktera zobrazuje dané universum U kli¢i do mnoziny {0,1,...,m — 1}.
Takova kolekce se nazyva univerzdalni, pokud pro kazdy par riznych kli¢a k,l € U, pocet haSovacich funkci h, pro které je

h(k) = h(l)
je nejvyse |H/m|.

Theorem 3. UvazZujme, Ze haSovact funkce h je vybrdana z univerzdlng tiidy haSovacich funkci a je pouZita k haSovdni n klici
do tabulky T velikosti m s Tetézenim. Pokud kli¢ k neni v T, pak ocekdvand délka E[ny,)] seznamu, do kterého se nahasuje
k je nejvyse o. Pokud klic k je v T, pak ocekdvand délka E[nym,] seznamu, ktery obsahuje k je nejvgse 1 + cv.

Diikaz. Pro kazdou dvojici k, [ riznych kli¢t definujeme ndhodnou proménnou
X = I{h(k) = h(1)}
Dle definice, dvojice kli¢i koliduje s pravdépodobnosti 1/m, takze

Pr{h(k) = h(1)} < 1/m,



a tedy F[Xy] <1/m.
Definujeme pro kazdy kli¢ k£ ndhodnou proménnou Y}, ktera se rovna poctu kli¢t jinych nez k, které se hasuji do stejného

slotu, tedy
Y= > Xu.
IET 1k
TakZe mame

1
ElY.| = = < —
=F| > Xul= > FlXu< >

€T, Ik IET Ik IET Ik

Zbytek zalezi na tom, jestli je kli¢ k v T nebo ne.
ne Pokud k ¢ T', pak nj) = Yy a
Hl|leTal#k} =n.
Tedy Enpm)) = E[Yi] <n/m= .
ano Pokud k € T', pak protoze kli¢ k se objevuje v seznamu T'[h(k)] a poCet Y} nezahrnuje kli¢ k, mame nj) = Y +1 a
{l|leTal#k}=n-1.
Takze Elnpy] = EYi] +1<(n—-1)/m+1=1+a—-1/m<1+a.

Z toho mame dusledek, Ze jakakoli sekvence operaci (pfi univerzalnim haSovani) miZe byt provedena v dobrém ofekavaném
case.

Corollary 1. Pouzitim univerzdlniho haSovdani a TeSeni kolizi Fetézenim v tabulce s m sloty, zabere océekdvany cas O(n)
jakdkoli sekvence n operaci INSERT, SEARCH, a DELETE, kterd obsahuje O(m) operaci INSERT.

Diikaz. ProtoZe pocet vloZeni je O(m), mame n = O(m) a tedy @« = O(1). INSERT a DELETE zaberou konstantni ¢as
a dle predchozi véty ocekavany ¢as pro SEARCH je O(1). Dle linearity o¢ekavani je o¢ekavany ¢as pro celou sekvenci operaci

O(n).
Navrh univerzalni t¥idy hasSovacich funkci.

— Vybereme prvodislo p tak, aby vSechny kli¢e byly v rozmezi 0 aZ p — 1 (vCetné).
Oznatme
Z;:{1,27,p—1} a Zp:{071,2,...,p—1}

— Pro a € Z;,b € Z;, definujeme haSovaci fukci hq,p jako
hap(k) =((a-k+b) modp) modm

Napi: pro p = 17, m = 6, mame hg 4(8) = 5.
— T¥ida vSech takovych hasovacich funkei (pro dané p a m) je

Hp,m = {hu,b ‘ a € Z;,b € Zp}

Kazda h,,, zobrazuje Zj, na Zy,.
Velikost m je libovolna (bude se hodit pozdé&ji).
V Hpm je p(p — 1) haSovacich funkei.

Navrhnout to bylo docela jednoduché, ale budeme potiebovat par vysledkt z teorie ¢isel, abychom dokazali, Ze to tak
skutecné je.

Theorem 4. Pokud a,b jsou celd ¢isla a alespoti jedno je nenulové, pak ged(a,b) je nejmensi kladny prvek mnoZiny {ax+by |
x,y € Z} linedrnich kombinact a,b.

Diikaz. Necht s je nejmensi kladna linearni kombinace a,b a necht s = ax + by pro néjaké z,y € Z
Pak mame:

a mod s=a—gqs
=a — q(ax + by)
=a(l — qz) + b(—qy),
takze a mod s je také linearni kombinace a,b. Ale protoZe a mod s < s, dostavame, ze ¢ mod s = 0, protoze s je nejmensi
kladna linearni kombinace. TakZe s|a, a analogicky s|b a tedy ged(a,b) > s.

Protoze ged(a,b) déli a,b a s je linearni kombinace a, b, dostavame, ze ged(a,b) déli s.
Z ged(a,b) | s a s > 0 dostavame ged(a, b) < s.



Theorem 5. Pro jakdkoli celd ¢isla a,b,p € Z plati:

pokud ged(a,p) =1 a ged (b, p) =1, pak ged(ab,p) = 1.
Dikaz. 7 predchozi vty vyplyva, Ze existuji &isla z,y,z’, 1/, t.z.
ar+py=1 bx' +py =1
Vynésobenim téch dvou rovnic dostéavame:
ab(zx') + p(yba' + y'ax + pyy') = 1.

Takze 1 je kladna linearni kombinace ab a p.
Pouzijeme ptredchozi vétu.

Theorem 6. T7ida Hp,m hasovacich funkci je univerzding.
Drikaz. Uvazujme dva rtzné klice k,! € Z,. Necht pro danou haSovaci funkci hqp plati

r=(ak+b) modp
s=(al+b) modp

Nejdrive si ukdZzeme, Ze r # s: Vsimnéme si, Ze
r—s=alk—1) (mod p).

Z toho vyplyva, Ze r # s protoZe p je prvodislo a a i (k —[) jsou nenulové modulo p, takZe jejich soucin musi byt také
nenulovy modulo p dle predchozi véty.

TakZe béhem vypoctu kterékoli h,p € Hp m jsou k a | zobrazeny na rizné hodnoty r a s modulo p — tady jesté nejsou
zadné kolize.

Navic, kazda z p(p — 1) dvojic (a,b) da jako vysledek jinou dvojici (r, s), protoze miZzeme Fesit:

=((r—s)((k=0)"" modp) mod p,

a
b= (r—ak) mod p,

((k—10)"! mod p) ozna¢uje unikétni inverzi modulo p &isla k — .
ProtoZe je pouze p(p — 1) dvojic (r, s), t.z. r # s, existuje bijekce mezi dvojicemi (a,b) s a # 0 a dvojicemi (r,s) s r # s.
Pro danou hodnotu r, ze zbyvajicich p — 1 moznych hodnot s je pocet hodnot s, které spliiuji

s#r a s=r (modm)
nejvyse
[p/m] =1 <((p+m—1)/m)=1=(p—1)/m
Pravdépodobnost, Zze s koliduje s r, kdyz jsou redukovany modulo m, je nejvyse
(p=1)/m)/(p—1) =1/m
Takze pro jakoukoli dvojici rtznych k,I € Z, plati

Pr{hap(k) = hap(1)} <1/m, atedy Hpm je univerzalni.

2 Analyza hasovani s otevienym adresovanim

— v8echny prvky jsou uloZeny v samotné haSovaci tabulce; haSovaci tabulka muze byt naplnéna, tj. a nemuze piekrocit
hodnotu 1.

— pfi vyhledavani se systematicky zkoumaji sloty tabulky, dokud neni nalezen hledany element nebo neni jasné, ze v tabulce
neni.

— nepotfebujeme seznamy a ukazatele, misto nich se pocita sekvence slotii, které maji byt prozkouméany = sondovani probing



To, které sloty budou zkoumaény, je zavislé na kli¢i. HaSovaci funkce je tedy
h:Ux{0,1,...,m—1} = {0,1,...,m —1}
Pro kazdy kli¢ k potifebujeme posloupnost sond probe sequence
(h(k,0), h(k,1),..., h(k,m — 1)),
ktera je permutaci (0,1,...,m — 1).

V nésledujici analyze budeme pouzivat predpoklad uniformniho hasovdni, uniform hashing, UH.
To jest, ze kazdy kli¢ bude jako posloupnost sond mit se stejnou pravdépodobnosti libovolnou z m! permutaci (0,1,...,m—1).

THi techniky jsou obvykle pouzivany k vypoctu sekvence sond pro oteviené adresovani:

— linedrni sondovdnt linear probing
— kvadratické sondovdni quadratic probing
— dvojité haSovdni double hashing

Linearni sondovani
Mame pomocnou hasovact funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1}. Pouzivame haSovaci funkei
h(k,i) = (h(k") +i) mod m

prot=0,1,....m— 1.
Pro dany kli¢ k, je nejprve prozkouman T'[h'(k)], pak slot T[h'(k) + 1],...,T[m — 1], pak zase od T[0], a% dojdeme
k T (k) —1].

Problém: primdrni shlukovdnd primary clustering: shluky vznikaji, protoze prazdny slot, kterému predchazi ¢ plnych slott
bude zaplnén jako dalsi s pravdépodobnosti (i 4 1)/m.

Kvadratické sondovani
Méame pomocnou haSovact funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1} a pomocné konstanty ¢y, ca # 0. Pouzivame haSovaci funkci
h(k,i) = (h(k') + c1i + c2i%) mod m

pro:=20,1,...,m—1.
Pracuje to lépe nez linearni sondovani, ale aby byla hasovaci tabulka plné vyuzita, musi byt omezeny hodnoty c1, co, m.

Problém: pokud maji dva kli¢e stejnou inicialni pozici h(k1,0) = h(ks2,0), pak maji stejnou celou sondovaci sekvenci, tedy
h(ki,4) = h(ka,i) proi=0,...,m—1. To vede k slabsi podobé shlukovani — tzv. sekunddrni shlukovdni secondary clustering.

Dvojité hasovani

pouziva haSovaci funkci
h(k,i) = (h1(k) 4+ ih2(k)) mod m,

kde hq, ho jsou pomocné hasovaci funkce. Prvni sonda jde na pozici T'[hy(k)], nasledujici sonda je odsazena o hodnotu ha(k),
modulo m.

Hodnota hs(k) musi byt nesoudélna s velikosti hasovaci tabulky m, aby byla prohledana cela tabulka.

Jednoduchy zptisob, jak to udélat:

— vzit m jako mocninu 2 a navrhnout hso, t.z. vysledkem bude vzdy liché &islo;
— (nebo) m zvolit jako prvoéislo a navrhnout hs, t.z. vysledkem bude kladné ¢islo < m.

Dvojité hagovani je lepsi nez linearni sondovani & kvadratické sondovani, protoze generuje ©(m?) posloupnosti sond misto

O(m).



2.1 Analyza otevieného adresovani

Theorem 7. Pro haSovact tabulku s otevrenym adresovdanim s faktorem zaplnéni o = n/m < 1 je oéekdvany pocet sond pri
netdspésném hledani nejvyse 1/(1 — «) za predpokladu UH.

Diikaz. Pii netisp&sném hledéani, kazda sonda — az na posledni — zkoumé obsazeny slot, ktery neobsahuje hledany kli¢; a po-
sledni je prazdny. Definujme ndhodnou proménnou X jako pocet sond potfebnych pifi netspésném hledani. Dale definujeme
jev A; proi=1,..., je jev: ,existuje i-t4 sonda a zkoumé obsazeny slot“.

Pak jev {X > i} je prinik jevi A; N AaN---NA;_1.

Pr{AlﬂAgﬁ---ﬁAi_l} :PT{Al}P’F{AglAl}PT{A3|A1QA2}
PT{Ai,1|A1 ﬂAQﬂ-“ﬂAZ‘,Q}

Protoze mame n prvki a m slotu, je Pr{A;} =n/m.

PI‘Oj> 1: P’I“{Aj|A1ﬂ"'ﬁA]‘_1} = (n—j—i—l)/(m—]—l—l),
protoze hledame jeden ze zbyvajicich (n — j + 1) prvka v jednom z (m — (j — 1)) neprozkoumanych slotii (s pfedpokladem
UH).

Dale, protoZze n < m implikuje (n — j)/(m — j) < n/m pro vSechna 0 < j < m.
Takze pro v8echna 0 < ¢ < m plati:

m

1 _9 —i+9 i—1 _
Pr{XZi}:£~n .n L Z.+ S(”) VY
m m—1 m-—2 m—1—+2
No a ted miiZeme ohrani¢it o¢ekavané mnoZstvi sond:
o0

E[X] :iPr{X >i} <y ol :iai = 1ia.
i=1 =0

i=1

Corollary 2. Vkldddni prvku do hasovact tabulky s otevienym adresovdnim s faktorem zaplnéni o vyZadugje v pruméru nejvyse

1/(1 — @) sond, s predpokladem UH.

Diikaz. Prvek je vloZen do tabulky jenom, pokud je tam misto, tedy o < 1.
VloZent klice je vlastné neiuspésné hleddni ndsledované umisténim klice do pruniho prdzdného slotu, ktery je nalezen.

Tedy ocekdvaniyj pocet sond je nejvyse ﬁ

Theorem 8. Méjme tabulku s otevienym adresovdnim a s faktorem zaplnéni o < 1, océekdavané mmnozstvi sond pri Uuspésném
hleddnt je nejuyse.

1 1

—1In

a 1—-«a

za predpokladu UH a predpokladu, Ze kazZdy kli¢ v tabulce bude hleddn se stejnou pravdépodobnosti.

Diikaz. Hledani klice k£ bude nasledovat stejnou posloupnost sond, jako kdyz byl kli¢ k vkladan. Dle pfedchoziho disledku,
pokud k bylo (i 4+ 1)-ni kli¢ vloZeny do tabulky, o¢ekavané mnozstvi sond pii hledani k je nejvyse (1/(1—i/m)) = m/(m —1).
Zprimérovanim pies vSech n kli¢i v tabulce dostavame primérny pocet sond pii tspésném hledani:

n—1 n—1
1 1 1
— E mn T = m E T = *(Hm - Hmfn)v
nizom—z nizom—z «

kde H; = Z;.:l % je i-té harmonické ¢islo.

Pouzijeme aproximaci integralem:




3 Dokonalé haSovani

sv o

HaSovani mize mit skvély vykon v nejhorsim pripadé v pripadé, Ze je mnozina kli¢d statickd. Napt.
— mnozina rezervovanych slov v programovacim jazyce,
— mnozina jmen souborid na CD-ROM.

Zékladni myslenka: Pouzit dvojuroviiové schéma s univerzalnim hasovanim na obou drovnich.

— prvni aroven — v podstaté stejné jako haSovani s Fetézenim.
— druh& drovenn — misto seznamt pouzijeme sekunddrni hasovact tabulky S; s asociovanou haSovaci funkci h;. Vhodnym
vybérem muizeme zajistit, aby na sekundarni arovni nebyly zadné kolize.

Abychom zajistili, Ze na druhé trovni nebudou zadné kolize, potiebujeme m; = n?, kde mj; je velikost sekundéarni tabulky
ve slotu j, n; je pocet kli¢i, které se tam nahasSuji.

To se muze zdat hodné, ale uvidime, ze pii vhodné volbé hasovaci funkce na prvni arovni bude o¢ekavané mnozstvi pouzité
paméti O(n).

Tu funkci vezmeme z H, .. KliCe, které se hasuji do slotu j jsou prehaSovany do sekundarni tabulky S; velikosti m;
pouzitim haSovaci funkce z Hy 1,

V nasledujim pujde o dvé véci:
— jak zajistit, Zze na druhé trovni nebudou kolize.
— dokazat, ze pfedp. mnozstvi pouzité paméti je O(n).

v o

Theorem 9. Pokud uloZime n klici do haSovaci tabulky velikosti m = n? s poufitim haSovact funkce ndhodné vybrané z
univerzalnd tiidy haSovacich funkct, pak pravdépodobnost, Ze nastane kolize je mensi nez 1/2.

Driikaz. Existuje (Z) part kli¢d, které mohou kolidovat; kazdy par koliduje s pravdépodobnosti 1/m, pokud je h vybrana
z univerzalni t¥idy H haSovacich funkci. Necht X je nahodna proménna, kterd piedstavuje podet kolizi. Pokud plati m = n?

pak ocekavané mnozstvi kolizi je
n 1 n?-n 1
EX] = = — < 1/2.
X <2) n? 2 n? /
Pouzijeme Markovovu nerovnost Pr{X >t} < E[X]/t pro t =1 a je vymalovano.
Theorem 10. Pokud uloZime n klici v haSovact tabulce velikosti m = n pouZitim haSovaci funkce h ndhodné vybrané z uni-

verzdng tiidy haSovacich funkci, pak

m—1

Zn? < 2n,

Jj=

kde n; je pocet klici hasSovangch do slotu j.

Dukaz
Zacneme nésledujici rovnosti, ktera plati pro libovolné nezaporné celé &islo a:

9 a
= 2 .
a a+ <2>
Plati, ze

ani —F Wf<nj+2<7;j>) —F mz_:lnj +2E mz_:l(zﬂ) = E[n] +2E m_1<”2j> =n+2E m_1<”2ﬂ')

=0 =0 =0 =0 =0 =0

Suma Z;n:_ol (") je vlastng celkovy pocet kolizi.

Podle vlastnosti univerzalniho haSovéani, o¢ekdvana hodnota této sumy je nejvyse

n\1 nmn-1) n-1
2)m  2m 2

protoZze m = n.
Takze

3
L

n—1

E n? <n+2 =2n—1<2n.

<.
I
=)
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Corollary 3. Pokud uloZime n kli¢i v haSovact tabulce velikosti n = m pouZitim haSovact funkce h ndhodné vybrané z uni-
verzdlng tridy hasovacich funkci a nastavime velikost kaZdé sekunddrni tabulky na m; = n? pro j = 0,1,...,m — 1, pak
ocekdvané mnoZstvi paméti potiebné k uloZeni vsech sekunddrnich hasovacich tabulek v perfekinim hasSovdni je méné nez 2n.

Drikaz. Protoze mj; = nf pro j=0,1,...,m — 1, pfedchozi véta dava
m—1 m—1
2
E Z m;| =FE Z n;| <2n.
§=0 §=0

Corollary 4. Pokud vybereme n klicii v haSovact tabulce velikosti m = n pouZitim haSovacti funkce h ndhodné vybrané z
univerzalni tridy hasovacich funkci, a nastavime velikost kaZdé sekunddrni tabulky na m; = n? proj=0,1,....m—1, pak
pravdépodobnost Ze celkovd pamét pouzitd pro sekunddrni hasovaci tabulku prekroc¢i 4n je méné nez 0.5.

Diikaz. Pouzijeme Markovovu nerovnost, Pr{X > t} < E[X]/t, na nerovnost z piedchoziho dikazu s X = 0" 'm; a
t=4n:

m—1 E [Zm:lm}
j=0 "% 2n 1
Pr ij24n < — = — =,
= 4n 4n 2

TakZe po otestovani nékolika ndhodné vybranych hasovacich funkci najdeme takovou, ktera vyuZiva rozumné mnozstvi
paméti.



