ALS1 — Prednaska 4

1 Vkladani do AVL-stromu

................................................ Vyhledam
| :
Al. inicializace
! K =ke P
A2. porovnani y( :) » KONEC
K < key(P > key(P)

[A3. sestup Vlevo] [A4. sestup vpravo]é

nalezen list nalezen list

Vlozeni :

A5. vloZzeni

[AG. ﬁpra\‘/a faktorﬁ]

‘—Sﬂﬂﬂ)m je porad VE vazeny
AT. vyvazeni 1P y > KYONEC

novuvyvazeni :

[AS. Jedn. rotace] [A9~ Dvojita rotace]é

A10. Zakonceni » KONEC

Algoritmus
P se bude pohybovat ve stromé smérem dol.
S bude ukazovat, kde by mohlo byt nutné vyvazovéni.
T bude vzdycky rodic S.
head je ,hlavicka®,
right(head) ukazuje na kofen.
Vstup: neprazdny AVL-strom, kli¢ K

A1 [inicializace]
T < head

S < right(head)
P < right(head)



A2 [porovnéni]

if K < key(P) then
‘ continue A3
else if K > key(P) then
‘ continue A4
else if K = key(P) then
‘ terminate
end
A3 [pohyb vlevo]
Q «+ left(P).
if Q = NIL then
Q + alloc
left(P) + Q

continue A5
else

if B(Q) # 0 then
T+ P
S+ Q

end

P+qQ

continue A2

end

A4 [pohyb vpravo]
Q + right(P)
if Q = NIL then
Q + alloc
right(P) + Q
continue A5
else
if B(Q) # 0 then
T+ P
S+ Q
end
P+ Q
continue A2

end

A5 [vloZeni]
key(Q) + K
left(Q) < NIL
right(Q) < NIL
B(Q)+ 0

A6 [aprava vyvazovacich faktori| vyvaZovact faktory na uzlech mezi S a Q musi byt zménény z 0 na +1.

if K < key(S) then
| a+ —1

else
l a+1

end
R < P <+ link(a, 5)
while P # (Q do
if K <key(P) then
B(P) « —1
P « left(P)
else if K > key(P) then
B(P) + +1
P + right(P)
end
end




(link(a, S) predstavuje levy nebo pravy podstrom, podle toho, jestli a = —1 nebo a = +1.)

A7 [vyvazovani]
if B(S) =0 then
B(S) < a
left(head) < left(head) + 1
terminate
end
if B(S) = —a then B(S) + 0

terminate

if B(S) = a then
if B(R) = a then contine A8
if B(R) = —a then contine A9
end

A8 [jednoducha rotace]

P+ R

link(a, S) + link(—a, R)
link(—a, R) + S

B(S) + B(R)+ 0
continue A10

A9 [dvojita rotace]
P « link(—a, R)
link(—a, R) «+ link(a, P)
link(a, P) < R
link(a, S) < link(—a, P)
link(—a, P) < S

(—a,0), iB(P)=a
(B(S),B(R)) + ¢ (0,0), if B(P)=0

0,a), ifB(P)=—a
B(P) <« 0

continue A10.
A10 [zakonéeni]
if S = right(T) then
| right(T) «+ P
else
| left(T)« P
end

Abychom mohli studovat chovani vkladani a vyvazovacich fazi algoritmu, klasifikujeme externi uzly vyvazenych algoritmu
nasledovné:
Cesta vedouci z externiho uzlu k prvnimu uzlu, ktery ma vyvazovaci faktor 0, mtze byt specifikovana sekvencemi + a -:

— + pro pravy podstrom
— - pro levy podstrom.

PiSeme tuto sekvenci dokud nenarazime na na uzel s nenulovym vyvaZovacim faktorem, nebo na kofen.

Poté zapiSseme A nebo B podle toho, jestli strom vznikly umisténim nového vnitiniho uzlu na misto onoho externiho bude
vyvazeny nebo ne.

Takze:

Specifikace koncici A nepotiebuje rotaci.

Specifikace konéici --B, ++B potiebuje jednoduchou rotaci.

— Specifikace koncici +-B, +-B potiebuje jednoduchou rotaci.

Specifikace obsahuje k znamének, je potieba upravit k — 1 vyvazovacich faktoru.

Tyto specifikace ukazuji zékladni fakta, ktera uréuji ¢as potfebny pro kroky A6-A10.
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Empirické testy, na nahodnych ¢islech 100 < n < 2000 davaji odhady pravdépodobnosti uvedené v tabulce:

délka cesty k|bez vyvazovani|jednoduchéa rotace|dvojita rotace
1 0.143 0.000 0.000

2 0.152 0.143 0.143

3 0.092 0.048 0.048

4 0.060 0.024 0.024

5 0.036 0.010 0.010

>5 0.051 0.009 0.008

Nepiresny model

Mg&jme nasledujici (nepfesny) model pro algoritmus AVL.

Predpokladejme, ze p je pravdépodobnost, ze vyvazovaci faktor daného uzlu ve velkém stromu vybudovaném algoritmem
A je 0.

Pak pravdépodobnost Ze tento faktor je 1 je %(1 — p) a pravdépodobnost Ze tento faktor je —1 je %(1 - D).

Dale uvazujme (bez odiivodnéni), Ze vyvazovaci faktory vSech uzlii jsou nezavislé.

Pak pravdépodobnost, Ze krok A6 nastavi pfesné k — 1 vyvazovacich faktort na nenulovou hodnotu je p*~1(1 — p) takze
priamérné hodnota k je 1/(1 — p).

Pravdépodobnost, Ze musime zrotovat ¢ast stromu je ¢ ~ %

Vlozen{ nového uzlu by mélo zvysit po¢et vyvazenych uzli o p — toto ¢islo je zvySeno

o 1 v kroku A5,
o —p/(1 — p) v kroku A6
— 0 q v kroku A7
— 0 2¢q v kroku A8 nebo A9

takze bychom méli mit
p=1-p/(1-p)+3¢~5/2—p/(1l-p).
Resent p dava
9 — 41
PR

(viceméné ve shodé s tou tabulkou s pravdépodobnostmi)

1/(1— p) ~ 2.851.

2 Reprezentace linearniho seznamu

2.1 Algoritmus vyhledavani dle pozice
Vstup: neprazdny AVL-strom, kli¢ K
B1 [inicializace]

M+ k
P < right(head)



B2 [porovnani]
if P = NIL then FAIL
else if M < rank(P) then continue B3
else if M > rank(P) then continue B4
else if M = rank(P) then SUCCESS

B3 [sestup vlevo]

P« left(P)
continue B2

B4 [sestup vpravo]
M + M — rank(P)
P « right(P)
continue B2

2.2 Algoritmus vkladani na pozici

Vstup: linearni seznam reprezentovany jako AVL-strom, ¢islo k, ukazatel na novy uzel @

C1 [inicializace]
T <+ head

S «— P < right(NIL)
U+— M+ k
C2 [porovnani]
if M < rank(P) then
‘ continue C3
else

‘ continue C4
end

C3 [sestup vlevo|

rank(P) + rank(P) + 1
R « left(P)
if R = NIL then
left(P) «+ @
continue C5
else
if B(R) # 0 then
T+ P
S+ R
U+~ M
end
P+ R
continue C2
end

C4 [sestup vpravo]
M < M — rank(P)
R < right(P)
if R = NIL then
| nastav right(P) + @ jdi na C5.
else
if B(R) # 0 then
T+ P
S+ R
U+~ M
end
P+ R
continue C2
end




C5 [vloZeni]

rank(Q) < 1
left(Q) + right(Q) < NIL
B(Q)«0

C6 [aprava vyv. faktord]

M+ U

(to nastavi pivodni hodnotu M — tj. kdyz P bylo S)
if M < rank(S) then

R+ P <+ left(S)

a<+ —1

else

R < Pright(S)

a <+ +1

M + M = rank(S)

end

while P # Q do

if M < rank(P) then
B(P) + —1

P+ left(P)

else if M > rank(P) then
B(P) + +1

M + M — rank(P)

P « left(P)

end

(pokud M = rank(P), pak P = @ a pokracujeme C7)
end

C7 [vyvaZovani]
if B(S) =0 then

B(S) < a
left(head) « left(head) + 1
terminate
else if B(S) = —a then
B(S) + 0
terminate
else if B(S) = a then
if B(R) = a then continue C8
if B(R) = —a then continue C9

end

C8 [jednoduchéa rotace]

P+ R

link(a, S) <+ link(—a, R)

link(—a, R) < S

B(S) «+ B(R)+ 0

if a = +1 then rank(R) < rank(R) + rank(S)
if a = —1 then rank(S) « rank(S) — rank(R)
continue C10

C9 [dvojita rotace]



A9 [dvojita rotace]
P « link(—a, R)
link(—a, R) + link(a, P)
link(a, P) «+ R
link(a, S) < link(—a, P)
link(—a, P) < S

B(P)<«+0

if a = +1 then

rank(R) ¢ rank(R) — rank(P)
rank(P) « rank(P) + rank(5)
end

if a = —1 then

rank(P) < rank(P) + rank(R)
rank(S) « rank(S) — rank(P)
end

continue C10.
C10 [dokondeni]
if S = right(T) then
| right(T) « P
else
| left(T) «< P
end




3 Optimalni stromy

Pokud je kazdy kli¢ vyhledavan stejné ¢asto, je samoziejme nejlepsi vyvaZeny strom. Ted se zamé&Fime na p¥ipad, kdy jsou
frekvence vyhledavani rizné.
Mgjme kli¢e Uvazujme pravdépodobnosti py, ..., p, a pravdépodobnosti qg, q1, .- ., qn, kde

— p; je pravdépodobnost hledani i-tého vlozeného klice K,

q; je pravdépodobnost hledani klice, ktery lezi mezi kli¢i K; a K; 41,
— q; je pravdépodobnost hledani klice, ktery lezi pted K7,

— @n je pravdépodobnost hledani klice, ktery lezi pred K,

tak Ze p1+pa+---+pnta+a+-+gn=1
Chceme najit BST (optiméalni strom), ktery minimalizuje pocet porovnani béhem hledani:

D opihluy) + 1)+ a(hlur))

kde jj je j-ty interni uzel a uy je (k + 1)-ty externi uzel; h(-) je hloubka (délka cesty od kofene).
Pozorovani: Podstromy optiméalniho stromu jsou optimalni.
Oznatme (pro 0 < j < j <n)

— ¢(i,j) — cena optimélniho podstromu s vahami (p;41,...,P55¢ .-, 4;)-
— w(i, j) — soucet t&chto vah, tj. pir1+---+pj+¢+---+g;.

Z toho dostavame, Ze

c(i,1)

0 (1)
C(Zaj) =w

(Z’])+ mln(c(l7k_1>+c(k7])> proi <ja (2)
i<k<j
protoZze minimalni mozna cena stromu s kofenem uy, je

Proi < j, necht R(i,7) je mnozina vSech k, pro které je v (2) dosaZeno minimum (tj. mnoZina moZnych kofeni optimélnich
strom).

Rovnice (2) umoziuje vyhodnotit ¢(¢,5) pro j —1 =1,2,...,n. Je asi %nz takovych hodnot. Minimalizace je provadéna
pro ¢n? hodnot k. To znamena Ze miiZzeme najit optimalni strom v ¢ase O(n?) a paméti O(n?).

Ve skutecnosti jsme na tom lépe. NepotiFebujeme pocitat celou mnozinu R(i,j), sta¢i jeden reprezentant r (7, j). Pokud
vypocitame r(i,j — 1) a r(i + 1, j), miizeme automaticky pfedpokladat, ze

r(i,7—1) <r@,j) <r(i+1,j).

To omezi hledani minima: misto j — ¢ hodnot sta¢i prozkoumat r(i,j — 1) — (¢ + 1, j) + 1 hodnot. Celkové mnozstvi (pokud
j —1i=d) je omezeno teleskopickymi posloupnostmi

ngj§m':j—d7“(i+1,j)—r(i,j—1)—1—1:r(n—d—l—l,n)—r(O,d—l)—l—n—d—l—l<2n.

Casova slozitost je tedy O(n?).
Algoritmus a demonstrace v dodateéném materidlu.



