VCS — Prednaska 5
1 Redukce

Definition 1. Necht f : X* — X* je vycislitelnd funkce a necht Ly, Lo C X* jsou jazyky. éz’kdme, ze [ redukuje Ly na Lo,
pokud pro w € Ly prdve kdyZ f(w) € La. Funkci f pak Fikdme redukce jazka L; na L.
Pokud existuje redukce jazyka L1 na Lo, Tikdme, Ze Ly je redukovatelny na Lo. Tento fakt zapisujeme L1 <,,Ls.

Theorem 1. Necht L1<,,Ls, pak plati:

— pokud Lo je rekurzivni, pak i L1 je rekurzivni.
— pokud Lo je cdstecné rekurzivni, pak © Ly je cdstecné rekurzivni.

Diikaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni, dikaz druhého tvrzeni je velmi podobny. Necht R je TS provadéjici redukei f z L4
na Lo a Ms je TS rozhodujici Ls. Sestrojime My, ktery rozhoduje L,
TS M, pro vstupni slovo w:

1. spusti TS R pro w a vypocita tak f(w).
2. spusti TS Ms pro f(w); pokud TS Ms pfijme f(w), TS M; pfijme w, pokud TS My zamitne f(w), TS M; zamitne w.

Pokud w € Ly, pak f(w) € Lo a proto My pFijme f(w), takZe M; pFijme w. Pokud w ¢ L1, pak f(w) ¢ Lo a proto Ms
zamitne f(w), takze M; zamitne w. A tedy M; rozhoduje L;.

Vétu 1 vyuzijeme spiSe v pozménéném tvaru:
Theorem 2. Necht L1<,,Ls, pak plati:

— pokud L1 nent rekurzivni, pak ani L2 nent rekurzivni.
4
— pokud Ll neni ¢dstecné rekurzivng, pak ant 2 neni castecné€ rekurzivnt.

Driikaz. plyne pfimo z véty 1.

2 Priklady redukci

Proposition 1. L,. = {[M] | L(M) # 0} neni rekurzivni.

Drikaz. Tvrzeni dokdzeme redukei univerzalniho jazyka Ly na Ly, a aplikaci véty 2.
Redukci reprezentujeme pomoci TS R, ktery ji vy¢isluje:
TS R pro vstupni slovo [M,w], kde M je TS a w je vstupni slovo nad jeho vstupni abecedou, provadi:

1. Sestavi TS M’, ktery pro vstupni slovo x provadi:

(a) Simuluje ¢innost TS M pro vstupni slovo w.
(b) Pokud M pfijme w, pak M’ pfijme x.
(c¢) Pokud M zamitne w, pak M’ zamitne z.

2. ZapiSe na pasku [M'] a zastavi.
TS R tedy provadi konverzi [M,w] na [M’] tak, Ze plati:

— Pokud [M,w] € L, tj. M nepfijimé w, pak M’ piijima jakékoli vstupni slovo x a tedy piijiméa neprazdny jazyk, takze
[M/] S L#.

— Pokud [M,w] ¢ L, tj. M pro w cykli nebo jej zamita, pak M’ bud'to cykli pfi simulaci M pro w, nebo zamita x, protoze
M zamitlo w. Jakékoli vstupni slovo z je tedy zamitnuto a L(M) = 0, takze [M'] € L.

Tim jsme ukézali, Ze Ly <,,Lpe, a z véty 2 dostavame, ze L, neni rekurzivni.



3 Riceova véta
Theorem 3. Riceova véta:
Necht P je problém tijkajici se TS, ktery spliiuje:

— Pokud L(My) = L(Ms), pak [M;] € P p.k. [Ms] € P,
— Euzistuje [M] € P, existuje [M'] ¢ P.

P je neresitelny.

Diikaz. Uvazujeme, Ze:
— 0 ¢ P ...mysleno tak, ze zadny (M) t.z. L(M) = () neni v P.
— Le P .. ten, ze kazdy [Mp] t.z. L(ML) =L je v P.

TS R pro [M,w]:
— sestroji M’ t.z. TS M’ pro z:
e simuluje M pro w, pokud pfijme
e simuluje M}, pro z, pokud pfijme TS M’ pfijme.

Pokud M piijme w, L(M') = L, a tedy [M'] € P.
Pokud M nepfijme w, L(M') =0, a tedy [M'] ¢ P.
Ly je nefesitelny, tedy P je nefeSitelny.
To jsme uvazovali () ¢ P. Pro p¥ipad () € P, to miizeme dokazat stejné pro P.

4 Postuv problém prirazeni

Méjme mnozinu usporadanych dvojic Fetézl jako je napiiklad tato:

0 01 110
Tonl1onl | 71 (1)
100 00 11
Resenim v sadé je sekvence dominovych kostek, tak ze konkatenace fetézcti v horni ¢asti je rovna konkatenaci fetézcti v dolni
¢asti. Dominové kostky se v této sekvenci mohou opakovat. Napiiklad feSeni v sadé 1 je

) ][] L)

protoze konkatenaci fetézcti v horni i dolni ¢asti dostaneme stejny fetézec 110011100.
Postiv problém pfifazeni je pak definovan takto:

Definition 2. Postiv problém pfitazeni je rozhodovaci problém , Existuje v sadé S TeSeni?*
Postiiv problém pfifazeni s inicializaci je rozhodovaci problém , Ezistuje v sadé S TeSeni zacinajici danou kostkou?“

Vyjadieny jako jazyky:
— Postiiv problém pfifazeni:
PPP = {[S]| S je sada, ktera méa TeSeni}.

— Postuv problém pfifazeni s inicializaci:
a a
PPPinit = {[S, B] | S je sada, ktera ma FeSeni zacinajici kostkou E}
Theorem 4. PPP pro |X| > 2 neni rekurzivni a PPPinit pro |X| > 2 nend rekurzivnd.

Diikaz. Ukazeme, Ze Ly <,,PPPinit: Potfebujeme tedy sestavit TS R, ktery provadi konverzi [M,w] na [S, %}, a to tak, ze

M piijme w, pravé kdyz S ma feSeni zacinajici kostkou [%]
TS R pro [M,w]:
1. Sestavi stroj TS T' = (Q, X, I', J, gstart, ¢+, 9— ), ktery je ekvivalentni s M, ale nikdy se nepokusi pfejet levy okraj
pasky.
2. Ke stroji T sestavi nasledujici sadu S:



#

a) Vlozi

( ) HqstartW1W2 - . . WnHF
(b) Pro kazdé a,b € I a kazdé ¢,r € Q, kde ¢ # q_,

so S, kde wiws ... w, = w.

pokud 6(q,a) = (r,b, R), vlozi [@] do S
(¢) Pro kazdé a,b € I' a kazdé ¢,r € Q, kde q # ¢_,
_ S [caa
pokud 0(gq,a) = (r,b, L), vlozi {cbr} do S

(d) Pro kazdé a € T,
vlozi P} do S
a

(e) Vlozi [z} a {i} do S.
(f) Prokazdé a € I

Vo [Q} N [Q] do 5
q+ q+

do S

(g) Vloz [qu#]

#

| a skonéi
#QStarthU)Z v wn#:|

3. zapiSe na pasku [5, {

Pokud M pfijima w — tedy T pfijimé w, existuje prijimajici vypocet vypocet TS T nad w. Sestrojime sadu S, ve které
existuje jen feSeni odpovidajici tomuto vypoc¢tu. Toto feSeni bude mit v horni i dolni ¢asti cely vypocet TS T nad w.

Déle, ukdzeme Ze PPPinit<,, PPP: Potiebujeme tedy konvertovat [.S, [%}] na [S'], tak Ze sada S ma FeSeni za¢inajici {%},

pravé kdyz S’ ma feseni.

Pro Tetézec x oznaCme (x4 ) fetézec, ktery vznikne z x tak, ze se prida symbol # za kazdy jeho symbol, a oznac¢me (xx)
Fetézec, ktery vznikne z x tak, Ze se pfida symbol # pfed kazdy jeho symbol. Napiiklad (001x) = 0#0#1# a (x001) =
04041,

TS R pro vstupni slovo [S, {%]]

1. Sestavi S’ tak, Ze pro kazdou kostku {x] € S dame Ex#g do .
Y #Y

2. Prida [#DD} do S’.
#(ay)

(4b)
4. Zapise [S’] a skondi.

3. Prida [ } do S’.

Tedy pro kazdou kostku z S TS R vytvori kostku tak, ze v hornim fetézci umistime znak # pred kazdy jeho symbol a v
O
dolnim fetézci umistime znak # za kazdy jeho symbol. Dale se pfida {] do 7, ktera ma souzit jako ,,ukoncovaci“ kostka.

#0

V tomto okamziku S’ nemé4 Zzadné FeSeni — chybi kostka, kterou by se dalo zadit. V bodé 3 pridavame kostku, kterou je mozné

a
zacit a kterda odpovida inicialni kostce {7} Jakékoli feSeni sady S’ tedy musi zac¢inat touto kostkou. Takové FeSeni existuje

a
pravé tehdy, kdyz sada S ma feSeni zacinajici {ﬂ



