VCS — Prednaska 7

Definition 1. Necht M je deterministicky Turingiv stroj, ktery zastavi pro kaZdy vstup. Casova slozitost TS M je funkce
f: N —= N, kde maximdlni délka vypoctu nad slovem délky n.
Pokud f(n) je casovd sloZitost TS M, Tikdme, Ze TS M rozhoduje v case f(n).

Definition 2. Necht f a g jsou dvé funkce f,g : N — Rt. Rikdme, Ze f(n) = O(g(n)), pokud existuji kladnd cisla ¢ a ng
tak, Ze pro kaZdé pFirozené c¢islo n > nyg

f(n) <c-g(n)
Pokud f(n) = O(g(n)), rikame, Ze g(n) je asymptotickd horni hranice pro f(n).

Definition 3. Necht't : N — N je funkce. TFida casové sloZitosti TIME(t(n)) je mnoZina
TIME(t(n)) = {L| L je jazyk rozhodovany TS s ¢asovou sloz. O(t(n))}

Theorem 1. Necht't(n) je casovd sloZitost vicepaskového TS. Pak existuje ekvivalentni TS s jednou pdskou s asovou sloZitosti

O(t*(n)).-

Definition 4. Necht M je nedeterministicky Turingiv stroj, ktery zastavi pro kazdy vstup. Casova slozitost TS M je funkce
f N —= N, kde maximdlni délka vgpoctu nad slovem délky n v kterékoli vétvi vypoctu.
Pokud f(n) je casovd sloZitost TS M, vikdme, Ze TS M nedeterministicky rozhoduje v case f(n).

Theorem 2. Necht t(n) je funkce t.Z2. t(n) > n. Ke kaZdému nedeterministickému TS s jednou pdskou s casovou sloZitosti
t(n) existuje equivalentni deterministicky TS s jednou pdsku s casovou sloZitosti 20(t(n)

1 Trida P

P = JTIME(n*)
k

Piiklad problému v P

PATH = {[G,p,q] | G je orientovany graf a existuje v ném cesta z p do ¢}

2 T¥ida NP

Definition 5. Verifier pro jazyk A je algoritmus V', kde
A=A{w |V prijimd (w,c) pro néjaky Fetézec c}.

Cas verifieru méitme pouze podle délky w. Jazyk A se nazjvd polynomicky ovéfitelny, pokud pro néj existuje verifier s
polynomickou casovou sloZitosti.

Definition 6. TFida NP je tiida polynomicky ovevitelnych jazykii.

T¥idu AP bychom alternativné mohli definovat podobnym zptisobem, jako jsme definovali t¥idu P. Zavedeme tiidu ¢asové
slozitosti N'T'S
NTIME(t(n)) = {L| L je jazyk rozhodovany NTS s ¢asovou sloz. O(t(n))}

a MPje pak definujeme nasledovné.

Definition 7.
NP = | NTIME(n)
k

Theorem 3. Definice 6 a 7 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Ukazeme, Ze



— pokud je jazyk L ovéfitelny v polynomickém case, pak je L nedeterministicky rozhodovany v polynomickém case. Pied-
pokladédme tedy, ze L ma NTS M ktery ho nedeterministicky rozhoduje v polynomickém case.
Verifikator V' pro vstupni slovo [w, c]
1. Simuluje ¢innost NTS M pro w deterministicky — pokazdé, kdyZ se mé rozhodnout mezi vice moznymi konfiguracemi,
které lze v jednom kroku odvodit, rozhodne se podle dalstho znaku z certifikatu c.
2. Pokud certifikat nemé dostatek znaki nebo NTS M zamitne w, verifikitor V' zamitne [w, ¢]. Pokud NTS M pfijme
w, verifikitor V' pfijima [w, c].
Verifikator V' tedy prochazi jednu vétev vypocétu NTS M pro w a pouziva certifikat ¢ jako navigaci. Pokud NTS M v
né&jaké vétvi vypoctu w skondi v pfijimajici konfiguraci, musi existovat ¢, ktery tam simulaci navede. Pokud naopak zadna
takova vétev neexistuje, nebude existovat ani takovy certifikat.

— pokud je jazyk L nedeterministicky rozhodovany v polynomickém Case, pak je L ovéritelny v polynomickém case. Pfed-
pokladame tedy, ze L ma verifikitor V pracujici v polynomickém ¢ase. Sestrojime nedeterministicky stroj M: NTS M
pro vstupni slovo w

1. nedeterministicky uréi certifikat c,
2. spusti V pro [w, c]; Pokud V pfijme [w,c], M pFijme w, pokud V zamitne [w,c], M zamitne w.
NTS M tedy nedeterministicky vygeneruje certifikat pro verifikator v.

Priklad jazyka v NP

V této ¢asti si pfedstavime dva jazyky, které spadaji do t¥idy NP.

Jazyk HAMPATH
HAMPATH = {[G,p,q] | G je or. graf, ktery ma hamiltonovskou cestu z p do ¢}

NTS MyampaTu pro vstupni slovo [G, p, ql:

— Nedeterministicky vybere sekvenci uzli za¢inajici p a konéici q.
— Zjisti, je tato sekvence cesta v orientovaném grafu. Pokud ano, pfijme, pokud ne, zamitne.

Jazyk k-CLIQUE
Klika grafu je podgraf, ve kterém jsou v8echny uzly vzajemné spojeny hranami. Jazyk k-CLIQUE je definovan nasledovné:

k-CLIQUE = {[G, k]| G je neorientovany graf, ktery ma kliku o k uzlech}
NTS Mj-cLique pro vstupni slovo [G, k]:

— Nedeterministicky vybere k uzla.
— Zjisti, jestli tyto uzly tvori kliku (tedy jestli je kazdy s kazdym spojen hranou). Pokud ano, pfijme, pokud ne, zamitne.

3 P vs. NP

To, ze P C NP je zjevné uZ z definice té&chto dvou tiid a z faktu, Ze deterministicky TS je specialni p¥ipad nedeterministického
TS. Jak je to s opacnou inkluzi neni znamo.
Co by znamenalo rozieseni P vs. NP?

— P = NP — vysledek by mé&l ohromné praktické nasledky, pokud by diikaz vedl k vykonnym metoddm pro FeSeni nékterych
problémii, které jsou v AP. Je také moZné Ze diikaz by nevedl k takovymto vykonnym metodam, protoZe by tfeba nemél
konstruktivni charakter, nebo by fad ohrani¢ujictho polynomu by byl p#lis velky na to, aby byly metody pouzity v praxi.
Nasledky by byly pozitivni i negativni, protoze protoze NP-tiplné problémy se pouZivaji v mnoha oblastech. Napiiklad
mnoho kryptografickych metod je zaloZzeno na tom, Ze FeSit nékteré problémy je obtizné. Pokud by existovala vykonné
metoda na TeSeni takového problému, muselo by se Sifrovani zalozené na téchto metodach upravit nebo tplné nahradit.
Na druhou strany by to mélo ohromné pozitivni nasledky v podobé novych vypocetnich postupi.

— P # NP Pokud by se ukazal, Ze P # NP nepfineslo by to praktické vypocetni vyhody, jako by tomu bylo v piipads
P = NP. N adruhou stranu by to pfineslo vyrazny posun do teorie sloZitosti a dalo zédklad novym smértm vyzkumu.
Existoval by zpusob, jak forméalné ukazat, Ze mnoho béznych problémi nelze efektivné fesit, takZe pozornost védcu by se
pfesunula k ¢asteénym feSenim nebo k FeSenim jinych problémil. Vzhledem k tomu, Ze se obecné véii, ze P # NP, toto
presunuti pozornosti jiz nastalo.



4 NP-tplné problémy

Definition 8. Necht f : ¥* — X* je funkce. Rikdme, Ze (deterministicky) T'S vyé¢isluje funkci f v polynomickém Case,
pokud pro kaZdé vstupni slovo w € X* zapise v polynomickém case na pdsku f(w) a skonci. Funkce [ se nazgvd vy¢islitelna
v polynomickém ¢ase, pokud existuje (deterministicky) TS, ktery ji vycisluje v polynomickém case.

Definition 9. Necht f : X* — X* je funkce vycislitelnd v polynomickém case a necht Ly, Ly C X* jsou jazyky. éz’kdme, Ze
f redukuje L1 na Lo v polynomickém case, pokud pro winL, prdvé kdyZ f(w) € Lo. Funkci f pak Tikdme redukce jazka Lq
na Lo v polynomickém cCase.

Pokud ezistuje redukce jazka L1 na Lo v polynomickém case, Tikdme, Ze L, je redukovatelny na Lo v polynomickém case.
Tento fakt zapisujeme Ly <p, Lo.

Pokud bychom pouzivali pojmoslovi problémii, mohli bychom napsat, ze redukce je funkce vy¢islitelna v polynomickém
Gase konvertujici instance problému P; odpovédi ,,ano“ na instance problému P, s odpovédi ,,ano“ a instance problému P;
odpovédi ,ne“ na instance problému P, s odpovédi ,ne“. VSimnéte si, Ze pojmy z definic 8 a 9 se lisi od pojmu z definic 77
a 77 jen ve vy¢islitelnosti v polynomickém ¢ase. Jinak je vSe stejné. Plati také, Ze redukovatelnost v polynomickém case je
tranzitivni.

Lemma 1. Pokud L1 <, Ly a Ly <, L3 pak L1 <, Ls.
S pojmem redukovatelnosti v polynomickém ¢ase uZ miZeme piejit k NP-tiplnym problémtm.
Definition 10. Jazyk B nazjvime NP-iplny, pokud

— Bc NP,
— KaZdy jazyk A € NP je redukovatelny v polynomickém case na jazyk B. Tedy A <, B

O tom, Ze existuje alespoii jeden NP-tiplny problém mluvi tzv. Cookova vétal.
Theorem 4 (Cookova véta). Jazyk SAT = {p| ¢ je splnitelnd Booleovskd formule} je N'P-iping.

Diikaz. Nejdiive ukazeme, ze SAT € NP. To udélame tak, Ze sestrojime NTS, ktery nedeterministicky rozhoduje SAT v
polynomickém case:
NTS Mgat pro vstupni slovo [p], kde ¢ je booleovska formule:

1. nedeterministicky ur¢i pravdivostni hodnotu pro kazdou vyrokovou proménnou, které se ve formuli vyskytuje. Nedeter-
ministicky se pak vytvoii ohodnoceni e.
2. Zjisti hodnotu |p|; pFijmi, pokud |p|. = 1, jinak zamitni.

Je snadné ovéfit, ze takto zkonstruovany stroj nedeterministicky rozhoduje SAT v polynomickém case.

Dale musime ukazat, ze SAT je NP-tézky; tedy ukézat, %e kazdy jazyk A € NP se da redukovat v polynomickém case
na SAT. Protoze A € NP, musi existovat NTS M, ktery nedeterministicky rozhoduje A v ¢ase p(n), kde p je polynom.
Predpoklddame, Zze NTS M se nikdy nepokusi o pohyb hlavy pies levy okraj pasky. Slova w € X%, budeme v polynomickém
¢ase redukovat na formule ¢ a to tak, Ze ¢ je splnitelnéd praveé kdyz w € L(M).

Budeme pouzivat nasledujici vyrokové proménné:

— qik; vyznam této vyrokové proménné je, ze NTS M se nachézi v kroku k ve stavu ¢;.

— tijk; vyznam této vyrokové proménné je, Ze NT'S M ma v k-tém kroku vypoctu zapsan na j-tém policku pasky symbol
ti e Xy

— hji; vyznam této vyrokové proménné je, ze NTS M mé v k-tém kroku vypocétu hlavu umisténou nad j-tym polickem
pasky.

Formule ¢,,, kterou budeme konstruovat mé néasledujici tvar:

ANBANCANDANEANFANGANH

Subformule oznaené pismeny A-H maji nasledujic{ vyznam:

— A — kazdém kroku je Fidici jednotka NT'S M je v pravé jednom stavu,

— B — kazdém kroku je hlava NTS M pravé nad jednim polickem péasky,

— C — kazdém kroku je na kazdém poli¢ku pasky NTS M pravé jeden symbol z Iy,
— D — prechodova funkce dyy,

— FE — zména na pésce je jen na misté, kde je hlava,

! Cookova, véta se tyka problému splnitelnosti Booleovskych formuli, v této vété a jejim dikazu se pouziva pojmi z vyrokové logiky.
Tyto pojmy jsou studenttim znamy z kurzu XXXX



— F — vypocet konéi piijimajici konfiguraci,
— H — vypocet za¢ina inicialni konfiguraci.

Budeme pouzivat nésledujicich zkratek:

— Vo<i<m ®i znamena, ze alespoil jedno z; je pravdivé; je to zkratka pro disjunkci zg V 21 V - - V zp,. Obdobné symbol A
budeme pouZivat pro zkraceny zapis konjunkce.
— & = y znamen4, 7e x ma pravdivostn{ stejnou hodnotu jako y; zkracuje se tak zapis (z Ay) V (—x A —y).
— x — y pro implikaci; jedna se o zkratku za -z V y.
— @o<i<m Ti znamena, ze pravé jedno x; je pravdivé; je to zkratka pro \/ -, ., i A No<ij<m —Ti V —x;.
T T i#]

Subformule A, B a C:

A (A)

0<k<p(n) @ €Q

A &K hi (B)

0<k<p(n) 0<j<p(n)

A & tin (€)

0<j<p(n) tiel’
0<k<p(n)

Subformule D: Tuto subformuli rozebereme o néco podrobnéji. UvaZujme obecné pravidlo (prozatim deterministické)
prechodové funkce §(q;,t;) = (qv,ti,.S). Toto pravidlo miZeme pfimo pfepsat na formuli

(@ Atijr A hje) = (k1) A tirjes1) ARG+ (k1) )-

Tato formule znamené pokud je stroj v kroku k& ve stavu ¢; a hlava je nad j-tym polickem péasky a na tomto policku je zapsan
symbol ¢;, pak v nasledujicim kroku (tj. kroku k + 1) bude stroj ve stavu ¢y, na j-tém policku pasky bude zapsan symbol
t; a hlava se bude nalézat bud'to na j — 1-tém nebo na j + 1-tém policku péasky (podle toho, jestli S je pohyb doleva nebo
doprava). Toto musi platit v kazdém kroku a pro kazdé policko pasky, proto formuli rozsifime na formuli

/\ (@ Atije N hjr) = (qu 1) A i) A b1y (41))-
0<k<p(n)—1
0<k<p(n)

~ v

Tuto formuli je$té rozsitfime tak, aby zahrnovala vSechna pravidla:

/\ /\ (@k AN tijre A hje) = (qu g1y A tagesn) ARG (ee))-

@ €Q 0<k<p(n)—1
ti€l’ 0<k<p(n)

Zbyvé upravit formuli tak, aby zohlednovala nedeterminismus; tedy fakt, Ze pro stejnou kombinaci ¢;,t; miZe prechodova
funkece nabizet rtzné trojice (g, ty,S). Z téchto musime vybrat pravé jednu. Tomu by odpovidala tprava podformule za —
na ®(ql/,ti/,S)Eé(m,ti)(ql/(k""l) Atirje+1) N hi+1)(k+1))- Takovou formuli mizeme zjednodusit a nevybirat pravé jednu trojici
ale alespon jednu:

/\ /\ \/ (que A tijr A hge) = (k1) A tirjen) A G+ (esn))- (D)

@ E€Q 0<k<p(n)—1 (qy,t;,S)€d(qr:t:)
el 0<k<p(n)

Toto zjednoduseni si miazeme dovolit, protoze pokud by byly vybrany dvé nebo vice trojic, nemohla by byt splnitelna alespon

jedna z subformuli A, B a C, které zajistuji, ze se stroj vzdy nalézéa ve formalné spravné konfiguraci.
Subformule E:

Ntk =t Ve (E)
0<k<p(n)—1
0<j<p(n)
tiel

Subformule F: Uvazujme q; = ¢4, subformule F' je pak jednoduse:

(hp(n) (F)

Subformule H: Oznacme t,,, € I" i-ty symbol ze vstupniho slova w a uvazujme ¢y = _ a ¢op je poc¢ate¢ni stav. Subformuli
H muzeme zapsat takto:



/\ twijo | A /\ tojo | A hoo A qoo (H)
0<j<n n<j<p(n)
Formule ¢,, je splnitelna, pokud existuje prijimajici vypocet NTS M nad slovem w. Potfebujeme ukézat, ze tuto formuli
Ize z w vytvorit v polynomickém case. Zapis takové formule je pfimo imérny délce této formule a ta je pfimo tmérna poctu
vyskyti vyrokovych proménnych:
Po rozepsani @ gecq@ @ik na Vo<i<pn) @ik AN No<k<p(n) “Gk V —quk vidime, Ze v prvni ¢asti této formule mame |Q|-p(n)
0<k<p(n) QeR aFq €Q
vyskytilt proménnych g a v druhé éasti mame p(n) - |Q[(|Q| — 1). Celkové tedy p(n) - |Q|> = O(p(n)) vyskyti. Obdobné v
subformulich B a C' mame O(p?(n)) vyskyti vyrokové proménnych. V subformulich D a E je O(p?(n)) vyskytt, v subformuli
F O(1) vyskytt a v subformuli H mame O(p(n)) vyskyt. V souc¢tu mame tedy O(p®(n)) vyskytt vyskytd vyrokovych
proménnych.

Theorem 5. Jazyk B je NP-iplny, pokud

— Be NP,
— Existuje NP-iplny jazyk A, ktery je redukovatelny v polynomickém case na jazyk B. Tedy A <, B

Diikaz. Plyne piimo z definice AN/P-tiplného problému a tranzitivity redukovatelnosti v polynomickém case.

Jazyk 3SAT (problém splnitelnosti booleovskych formuli v 3CNF) Formule je v konjunktivni normdini formé
(CNF), pokud ma tvar k1 Aka A---Aky, kde ki, ka, . .., ky, jsou tzv. klauzule, které maji tvar disjunkce literdld. Literal je pak
bud'to vyrokova proménné nebo jeji negace. Formule je v 3-konjunktivni normdlni formé (3CNF), pokud kazda jeji klauzule
ma pravé tii literaly.
Jazyk 3SAT je definovan nasledovné:
3SAT = {[¢] | ¢ je splnitelna booleovska formule v 3CNF'}
Theorem 6. 3SAT je NP-uplnj.

Driikaz. Tvrzeni nebudeme dokazovat celé. Namisto toho upravime dikaz Cookovy véty tak, aby vytvarena formule ¢, byla
v 3CNF. Musime tedy zafidit, aby kazda ze subformuli A-H byla v 3CNF. Po rozepsani zkratek, které jsme pouzivali, jde
vidét, ze kazda subformule je v CNF, ale neni v 3CNF. Musime zafidit, aby klauzule obsahovaly pravé tii literaly. Pokud
klauzule obsahuje jeden literal nebo dva literaly, pfiddme do ni opakované jeden z nich. Pokud obsahuje vice nez tii literaly
(ozna¢me tento pocet n) rozdélime ji na klauzuli, ktera ma 3 literaly a klauzuli, kterd ma n — 1 literdli pomoci nové vyrokové
proménné:

(ll\/lg\/l3\/'~'\/ln) — (ll\/lg\/l‘)/\(_‘l‘\/lg\/”-\/ln)

Opakovanim tohoto kroku dostaneme formuli v 3CNF formé. Je zjevné, Ze pocet pomocnych vyrokovych proménnych je
linearné zavisly na poctu vyskytu pivodnich vyrokovych proménnych. Délka formule i ¢as potFebny na jeji vytvoreni zistava
polynomiélni.

Theorem 7. k-CLIQUEje N'P-tipiny.

Diikaz. To, ze k-CLIQUE € NP uz jsme ukézali vyse.
Zbyva tedy dokazat, ze k-CLIQUE je NP-tézky. DokaZeme to tak, Ze ukédzeme 3SAT <, k-CLIQUE.
TS R3saT—k-cLIQUE Pro vstupni slovo [¢], kde ¢ je Booleovska formule v 3CNF:

1. Vytvori trojici uzlt pro kazdou klauzuli v ¢, kazdy uzel v této trojici predstavuje jeden literal z klauzule a je timto
literdlem oznacen.
2. Vytvor hrany mezi kazdymi dvéma uzly az na nésledujici vyjimky:
— uzly z jedné trojice nebudou spojeny hranou,
— uzly které jsou oznacené vyrokovou proménnou a jeji negaci nebudou spojeny.
3. zapi§ kod [G, k], kde G je vytvofeny graf a k je pocet klauzuli ve ¢

Nyni potfebujeme ukazat dvé véci:

— Ze jde o spravné vytvorenou redukei, tedy [¢] € 3SAT pravé kdyz [G, k] € k-CLIQUE: Aby ¢ byla pfi ohodnoceni e

pravdiva, je potieba, aby alespoinl jeden literal z kazdé klauzule byl pfi tomto ohodnoceni pravdivy. Vybereme-li z kazdé
klauzule jeden literal, ktery je p¥i ohodnoceni e pravdivy (tedy celkem k literali), tvoif uzly odpovidajici témto literalim
k-kliku v grafu G. Tim je ukazano, ze Pokud [¢] € 3SAT pak [G, k] € k-CLIQUE.
Abychom mohli ukéizat i Ze, pokud [p] ¢ 3SAT pak [G,k] ¢ k-CLIQUE, musime se bliZze podivat na to, jak je graf
G zkonstruovan. Uzly v trojici, kterd odpovida jedné klauzuli, nejsou spojeny — to zpusobuje, Ze jakakoli k-klika musi
obsahovat pravé jeden uzel z kazdé trojice. Uzly, které predstavuji vyrokovou proménnou a jeji negaci, nejsou spojeny —
to zpisobuje, ze zadna k-klika nebude obsahovat uzly, které by nemohly byt pfi stejném pravdivostnim ohodnoceni oba
pravdivé. Pokud by existovala k-klika v grafu G, dalo by se podle ni najit ohodnoceni e, pti kterém by ¢ byla pravdiva
— sta¢i ohodnotit vyrokové proménné tak, aby vSechny literdly, kterymi jsou oznaceny uzly v klice, byly pravdivé.



— Ze redukce pracuje v polynomickém ¢ase. Pocet uzli, které se maji vypsat, odpovida poctu vyskyti vyrokovych symboli,
tedy O(n), pocet hran které se maji vytvorit je O(n?). Redukce tedy probiha v polynomickém &ase.



