VCS — Prednaska 7

Zname SAT, CNF, 3CNF, k-KLIK A

... a jesté nasledujici easy NP-tplny problém
Existence Certifikatu (CERT)

Instance: [M, z,t], kde M je DTS, x je Fetézec, t &islo zakddované jako 1°
Otazka: Existuje fetézec y s |y| < ¢, pro ktery plati, Ze M (z,y) pFijme v ¢ krocich?

Theorem 1. CERT je N P-uplng.

CERT e NP
Necht U je UTM, jenz na vstup dostane [M, z,y] a simuluje nad [z, y] praci M.
Pokud M pfijme v t krocich, U pfijme, v opa¢ném piipadé zamitne.
D4 se ukézat, Ze bude stacit pouze O(t?).
Kazdopadné staci polynomialni ¢as.
[M,z,t] € CERT p.k. existuje y, pro ngjz plati, ze |y| <t a U prijme (w,z, 1%, y).

CERT je NP-tézky

Necht A € NP, existuje tedy TS M, ktery pracuje v polynomialnim ¢ase, a polynom p(n), pro které plati, ze z € A p.k.
existuje v, |y| < p(|z]), t.2. M pfijme [x,y].

Predpokladejme, 7e ¢as M je taky omezen p(n).

Definujeme funkci r : w — [M, z, p(|z|)].

Jisté je mozno vy¢islovat ji v polynomialnim case.
Ukazeme, Ze jde o redukci.

Pokud x € A, existuje certifikat y délky omezené p(|z|), t.z. M pi¥ijme [z, y].
M zastavi v ¢ase t = p(|z|), protoZe polynom p omezuje i délku vypoctu M nad [, y].

Podle definice problému CERT tedy [w,z,p(|z|)] € CERT.

Pokud [w, z,p(|z|)] € CERT, podle definice CERT to znamen4, Ze existuje y, |y| < p(|x|), pro n&jz M (x,y) ptijme p(|z|)
krocich, a tedy =z € A.

Vrcholové pokryti

Instance: [G, k], kde G = (V, E) je graf a k je ¢islo.
Otazka: Existuje mnozina S C V, ktera obsahuje nejvyse k vrcholu a z kazdé hrany obsahuje alepon jeden koncovy

vrchol?
(Tj. |S| < ka(Vee E)Sne#0].)

Theorem 2. VP je NP-iplnj.

Drikaz:
V P € NP plyne z toho, Ze pro danou mnozinu S dokézeme ovéfit v polynomialnim c¢ase, jde-li o vrcholové pokryti spravné
velikost.

V P NP-tézky — ukdzeme tak, ze ukdzeme 3SCNF < V P.
Mg&jme tedy 3cnf-formuli ¢ = C1 A+ - -ACy s proménnymi U = {uq, ..., u,}. UkdZeme, jak k ni zkonstruovat graf G = (V, E)
a ¢islo k, pro néz bude platit, Ze v G existuje vrcholové pokryti velikosti nejvys k, pravé kdyz ¢ je splnitelné.

Pro kazdou proménnou u; € U definujeme podgraf T; = (V;, E;), kde
— By = {{us, it}
v§imneéte si: ve vrcholovém pokryti musi byt alespon jeden z uzli u; a w;

Pro kazdou klauzuli Cj, j = 1,...,m piidame uplny podgraf o tfech novych vrcholech, tedy trojuhelnik S; = (V]’ , E;)

Vj’ = {a1[j], a2lj], as[4]}
B} = {{ar[j], azi1}. {oalj], as i1}, {azlil, as1})



vs§imnéte si: vrcholové pokryti musi obsahovat alesponn dva vrcholy z Vj’ .
Podgrafy spojime mezi sebou hranami, které spojuji vrcholy pro literdly s jejich vyskyty v klauzuli.

Predpokladejme, ze pro kazdé j =1,...,m je klauzule C; = (z; Vy; V 2j),
kde z;,y;, z; jsou literaly (pozitivni nebo negativni).

Pak piiddme hrany z S; do pfislusnych vrcholi literalii, tedy mnozinu hran:

E! = {{alj], z;}, {a2ljl ;). {asli], 21}

V nasi konstrukei nakonec polozime k =n +2m a G = (V, E), kde

v=(U wucld w
E=(J Byuc U ByuclU B
1<i<n 1<i<m 1<i<n

Z popisu je zjevné, ze ji lze zkonstruovat v polynomialnim ¢ase. Zbyva dokazat, ze tato transformace je redukce.
Meéjme G, které méa vrcholové pokryti W C V velikosti k = n + 2m.

W musi pokryt alespoii jeden uzel z kazdého podgrafu T; i = 1,...,n a alespoil dva vrcholy z kazdého trojihelniku S;
j=1....,m.

Musi tedy platit |W| > n + 2m. A protoze souc¢asné W < n + 2m, musi ve skutecnosti platit, ze W pokryva pravé jeden
vrchol z kazdého T; a préavé dva vrcholy z kazdého S;.

1 u,eWwW
t(u;) = _
0 w,ewWw

Definujeme ohodnoceni ¢ : U — {0,1}

z kazdého T; je ve W jeden vrchol, je v definici t(u;) vzdy splnéna pravé jedna z podminek, jde tedy o dobfe definované
ohodnoceni.
Necht C' = (z1 V y; V 2;) je libovolna klauzule ¢.

Mnozina W pokryva dva vrcholy z trojuhelniku S, existuje tedy jeden vrchol, ktery neni pokryty.

Necht je to BUNO a4 [j], protoze hrana {a;[j],z;} musi byt pokryta,
a tedy x; € W a tedy hodnoceni pfifadi z; hodnotu 1.

Tedy

— pokud z; = u; € W, plati t(u;) =1,
— pokud z; =T, € W, plati t(u;) = 1.

V onou pripadech je literal x; splnén ohodnocenim ¢.

Protoze to plati pro vSechny klauzule, je ¢ spliijici ohodnoceni ¢.
Predpokladejme, Ze ¢ je splnéna ohodnocenim ¢ : U — {0,1}
a definujme mnozinu

W = {uq [ t(us) = 1} U{w | ¢(wi) = 0}

Mnozina obsahuje n vrcholi.
Mezi hranami z E}' vedoucimi z kazdého trojuhelniku S; musi byt alespoii jedna pokrytd néjakym vrcholem z W, nebot
t je spliiujici ohodnoceni, které tedy splituje néktery literdl z klauzule Cj.

Z kazdého trojuhelniku staci tedy vybrat dva vrcholy tak, aby byly pokryty jak hrany z Ej, tak hrany z E7. Pfidanim
téchto vrcholi do W dostaneme vrcholové pokryti celého grafu velikosti k = n + 2m.
Hamiltonovska kruznice v grafu (HAMILTON)

Instance: [G, k], kde G = (V, E).
Otazka: Existuje v grafu G cyklus vedouci pfes v8echny vrcholy?

Theorem 3. HAMILTON je N P-ipiny.



Dikaz:
HAMILTON € NP — zjevné, mame-li k dispozici pofadi vrcholi, snadno v polynomiélnim ¢ase ovérime, tvori-li hamil-
tonovskou kruznici.

HAMILTON je NP-t&zky — ukézeme jako VP <, HAMILTON.

UvaZzujme instanci vrcholového pokryti [G, k.
Zkonstruujeme novy graf G’ = (V', E'), pro ktery bude platit, Ze G’ existuje hamiltonovska kruznice p.k. existuje vrcholové
pokryti velikosti k.

Pro kazdou hranu e = {u,v} € E definujeme podgraf G, = (V/, E.), kde

V! ={(u,e,i),(v,e,4) |1 <i <6} a
Etli’ = {{(U,GJ), (uvevi + 1)} | 1<i< 5}}
U{{(v,e,i),(v,e,i+1)} |1 <i<5}}
U{{(u,e i), (v,e,3)},{(u,€,3), (v, e, 1)},
{(u,e,4),(v,e,6)},{(u,e,6),(v,e,4)}}.

Graf G, je zobrazen tu:

Jediné vrcholy k nimz v dalsi konstrukei pfipojime dalsi hrany budou (u,e, 1), (u,e,6), (v,e,1), (v, e,6), coz zarudi, Ze
hamiltonovska kruznice musi vstoupit i vystoupit z podgrafu jednim z téchto 4 vrcholi.
Jsou jen 3 zpusoby jak pokryt hranu e v G:

(I) Cesta vstoupi G, v (u,e, 1), vystoupi (u,e,6) a mezitim projde v8echny vrcholy (cesta je jednozna¢né dana).
(IT) Cesta vstoupi G, v (v, e, 1), vystoupi (v, e, 6) (symetricky s pFedchozim pfipadem)
(TIT) kuZnice do podgrafu vstoupi dvakrat, jednou projde ,sloupec” u a jednou projde ,sloupec v.

vSimneéte si:

— vzhledem k tomu, Ze je graf neorentovany, nezéalezi na tom, jestli napiiklad v prvnim p¥ipadé vstoupi cesta do G, vrcholem
(u,e,1) a vystoupi (u, e, 6), nebo naopak.

— Pokud cesta vstoupi vrcholem (v, e, 1), vystoupi vzdy (v, e, 6).
Stejné tak pro w.

Do mnoziny vrcholtt V' nového grafu G’ pfiddme jesté k vrcholit aq, ..., ag.
Ty pouzijeme k vybéru k vrchola vrcholového pokryti.

Zbyva popsat, jak spojime jednotlivé podgrafy G, a nové pfidané vrcholy a;
Pro kazdy vrchol v € V' zapojime jednotlivé grafy G, s v € e za sebe.
Presnéji, oznacme si

— stupen vrcholu v pomoci deg(v),
— hrany z G, v nichZ se vyskytuje v pomoci ey}, - -, €ydeg(v)]-

Nyni definujme
E} = {{(v, ey, 6), (v, eyfis1), 1)} |1 < i < deg(v) } .

Vrcholy na koncich této posloupnosti, tedy (v, e,p1], 1) @ (v, €y[deg(v)]> 6) Pipojime ke viem vybérovym vrcholim ay, ..., ag.

Er[/;, = {{aiv (Ua Cy[1]» 6)}a {aia (Ua Cy[deg(v)]> 1)} | 1 <i< k} .



Konstruovany graf G’ = (V’, E’) vznikne spojenim popsanych ¢asti:

V' ={ay,...,ax} U <U Ve/>

ecE

e=(y)o(y=)e(u=)

Tuto transformaci je zjevné mozné provést v polynomialnim case.
Ukazeme, ze jde o redukci:
V G’ existuje hamiltonovska kruznice dana pofadim vrchold uy, ..., u,, kde n = |V’|.

Uvazme tusek této kruznice, ktery zac¢ind a konéi v nékterém z vrchold aq,...,ax, pfiCemz mezi tim Zadnym z nich
neprochazi. Necht tento isek BUNO zac¢ina v a; a kondi a;.

Vrchol nasledujici po a; v ham. kruznici musi byt (v, e,[1},1) pro néjaky vrchol v € V.

Vejde-li ham. kruznice vrcholem (v, e[}, 1) do G/evm’ musi z n&j vyjit vrcholem (v, e,[1),6). Odtud prejde do (v,e,q, 1),
takto projde vSechny grafy G, pro hrany e obsahujici vrchol v az nakonec piejde z vrcholu (v, ey[geg(v)]; 6) do a;.

Definujeme mnoZinu vrcholi
S = {U H (EIZ € {17 R k})(aj € {17 s vn})[(uj = a’i) A (u(j+1 mod k) = (’U, €v[1]s 1)]}

Tvrdime, Ze jde o vrcholové pokryti v grafu G, pri¢emz jeho velikost je k.

Necht e = {u,v} je libovolna hrana grafu G, protoZe uq,...,u, urcuje pofadi vrcholii na hamiltonovské kruznici, musi
projit i podgraf GZ.
Vejde-li do G, vrcholem (u, e, 1), pak musi platit, ze u € S, podobné pokud vejde vrcholem (v, e, 1), musi platit, ze v € S,
tedy hrana e je pokryta.

Naopak: S je VP velikosti k.
MiZeme uvazovat, Ze jde o mnozinu velkou presné k.
Pokud je mensi, doplnime do ni libovolné vrcholy tak, aby jeji velikost byla k.

7Z popisu konstrukce plyne, jak pospojujeme jednotlivé podgrafy odpovidajici hranam.

Predp. 7e S = {vy,...,v5} C V.
Mezi vrcholy a; a a;y1 (popt. a1 pokud i = k) povedeme cestu mezi podgrafy G pro e = e,,[1],- - ., €y, [deg(v;)] V tomto
poradi.

Graf pfitom projdeme zptisobem (I) nebo (II). Pokud plati e C S, pouZijeme zpisob (III).

Vzhledem k tomu %& S tvori vrcholové pokryti, projdeme takto vSechny vrcholy grafu G’ a vznikne tedy hamiltonovska
kruznice.
Trojrozmérné parovani (3DM)

Instance: Mnozina M € X xY x Z, X,Y, Z jsou po dvou disjunktni mnoziny, z nichz kazda obsahuje pravé g prvki.

Otazka: Obsahuje M perfektni parovani? Neboli, existuje mnozina M’ € M, |M’| = q, trojice v niz obsaZené jsou po
dvou disjunktni?

Theorem 4. 3DM je N P-iplnj.

Drikaz:
3DM € NP opé&t snadné. Plyne to z toho, Ze pokud mame k dispozici mnoZinu M’ C M, dokdZeme ové&fit v polynomialnim
Case, jde-li o parovani velikosti q.

3DM je NP-tézky: Ukazeme CNF <, 3DM
Necht ¢ = Cy A --+ A C,y, je enf-formule s proménnymi U = {uq, ..., up,}.

Sestrojime instanci problému 3D M, pro kterou bude platit, Ze v ni existuje perfektni parovani, pravé kdyz ¢ je splnitelna.

Konstrukei rozdélime na tri ¢asti:

— vytvofime komponentu, ktera bude urcovat, jakou hodnotu kterd proménné dostane.
— vytvorime komponentu, ktera bude zajistovat propojeni této hodnoty s klauzulemi, v nichZ se tato proménné vyskytuje.



— doplnime tojice tak, abzchom dostal k spliiujicimu ohodnoceni skute¢né perfektni parovani a naopak.
Necht u; je libovolna proménna, za ni priddme nové vnitini prvky

— a;[1],...,a;m] do X
- bl[l],,bl[m] doY

Do Z ptidame prvky w;[1],...,u;[m] a w;[1],...,a;[m].
Na téchto prvcich vytvorime mnoziny trojic Tif a T} takto:
7! = {(ailj, biljl, wlj]) [ 1 < 5 < m}
T = {(ail(G +1) mod m].bilj],uilj]) |1 < j < m}
T=TtuT!

ProtoZe zadny z prvkid a;[j] ani b;[j] se nebude vyskytovat v jinych trojicich,
je timto vynuceno, Ze perfektni parovani musi obsahovat vSechny trojice z T} nebo vSechny trojice z Tif .

— Pokud obsahuje trojice z T, znamena to, ze Zadna dalsi nesmi obsahovat %;, tedy vynucujeme hodnotu 1 pro u;.
— Pokud obsahuje trojice z Tif , vynucujeme hodnotu 0.

Za klauzuli C; priddme
— novy prvek s;[j] do mnoziny X,
— novy prvek s3[j] do mnoziny Y,
a mnozinu trojic
S = {(s1li]; s2lils wild]) [uwi € Cj} U{(s1[5) s2ld], wild]) |wi € Cj}
Prvky s1[j] a s2[j] se opét nebudou vyskytovat v jinych trojicich,
diky tomu v perfektnim parovani musi byt pravé jedna trojice z mnoziny S;.
Navic pokud se trojice (u;[j], s1[j], s2[j]) vyskytuje v perfektnim parovani, znamena to, Ze u u;[j] se nemiize vyskytovat
v jiné trojici a to znamen4, Ze v tomto parovani jsou viechny trojice z T} a zadn4 z Tif .

Podobné by to bylo, kdyby v perfektnim parovéani byla trojice s negativnim literalem.

Témito trojicemi jsme ale schopni v parovani pokryt jen mn +m prvka z 2mn prvki u;[j],;[j],i =1,...,n,5=1,...,m
— mmn jsme pokryli pomoci T} nebo Tif prokazdéi=1,...,n
— m jsme pokryli pomoci trojic z Sj, j=1,...,m.

Zbyva tedy 2mn — (mn +m) = mn —m = m(n — 1) prvkd, které nejsme schopni pokryt (zatim).
Pridame do



— Do X pii dame ¢1[k] pro k =1,...,m(m —1).
— Do Y pii dame golk] pro k=1,...,m(m — 1).

Do M pfidame mnozinu trojic

G = {(g1[K]; g2[k], wil5]), (g1[K]; g2 (K], wils]) |1 < k <m(n —1),1 <i<n, 1 <j<mj

Tim je konstrukce dokonéena.
Shrime si to:

X =Aaj]|1<i<n,1<j<m}u
U{sili]I1 <j <m}
U{g1li][1<j <m(n—1)}

Y ={a;[j]|1<i<n,1<j<m}uU
U{si[j][1 <j <m}
U{g1li][1<j <m(n—1)}

Z ={wljl,wlj]|1 <i<n,1<j<m}

Zjevné plati
- MCX XY xZ,
— |M| = 2mn + 3m + 2m?*n(n — 1)
- [X]=Y]=1Z] = 2mn
Predpokladejme, Ze v M existuje perfektni parovani M’, na jehoZ zakladé zkonstruujeme ohodnoceni ¢, které bude spliiovat
formuli ¢.
Necht i je libovolny index z 1,...,n. V.M’ jsou bud v8echny trojice z T}, nebo vSechny trojice z Tif.
— pokud T}, definujeme t(u;) := 1,
— pokud Tif, definujeme #(u;) := 0.
Necht C; je libovolna klauzule formule ¢. Mnozina M’ musi obsahovat pravé jednu z trojic z S; (je to jedinad moznost,
jak pokryt s1[j] a sa2[j] a dvé obsahovat nemuze, by tam byly s1[j] & so[j] duplicitng).
Necht tato trojice je (u;[4], s1[7], s2[j]) pro n&jaké i =1,...,n.
Znamena to, ze u; je proménna vyskytujici se jako pozitivni literdl v klauzuli C;. Navic musi platit, Ze u;[j] se nemiize
vyskytovat v Zadné jiné trojici v M’, proto M’ obsahuje trojice z T} a nikoli Tlf a tedy t(u;) = 1, ¢imz je klauzule C; splnéna.

podobneé:
Necht tato trojice je (w;[j], s1[J], s2[j]) pro n&jaké i =1,...,n.
Znamend to, ze u; je proménna vyskytujici se jako negativni literal v klauzuli C;. Navic musi platit, Ze T;[j] se nemize
vyskytovat v zadné jiné trojici v M’, proto M’ obsahuje trojice z Tf a nikoli T} a tedy t(u;) = 0, ¢imz je klauzule C; splnéna.
Necht ¢ je splnitelné, zkonstruujeme perfektni parovani nasledovné.
Necht e : U — 0,1 je ohodnoceni spliiujici ¢ a necht z; oznacuje literal, ktery je v C; timto ohodnocenim splnén pro
j=1,....,m.
Pokud je takovych literali vic, vybereme prosté jeden z nich. Pak poloZime:

m
M= J vl U 5| ul UG s sl |ue,
t(ug)=1 t(u;)=0 j=1

kde G’ je mnozina vhodné vybranych trojic z G, které dopliuji parovani o pokryti zbylych literalii. Neni tézké ovérit, ze tato
definovana mnozina M’ tvoii perfektni parovani M.

Loupeznici (LOUP)

Instance: MnoZina prvki A a s kazdym prvkem a € A asociovana cena (vaha, velikost,...) s(a) € N.

Otazka: Lze rozdélit prvky z A na dvé poloviny se stejnou celkovou cenou? Piesndgji, existuje mnozina A’ € A takova, Ze

Z s(a) = Z s(a)?

acA’ acA\A’



Theorem 5. 3dm je N P-uplny.

Drikaz
LOUP € NP - zase stejné, plyne to z toho, ze zadanou mnozinu A’ je snadné ovérit, zda obsahuje prvky poloviéni ceny.

LOUP je NP-tézky: Ukazeme 3DM <, LOUP.
Uvazujme instanci 3DM, tedy mnozinu M C X XY x Z, kde | X| = Y| =1|Z] =q.

Vytvofime instanci LOU P, tedy mnozinu A a cenovou funkci s : A — N, pro néz bude platit, Ze M ma perfektni parovanti,
pravé kdyZ prvky v A lze rozdélit na dvé ¢asti se stejnou cenou.
Pfedpokladejme, Ze

M:{ml,...,mk},X:{xl,...zq,}Y:{yl,...,yq},Z:{21,...,zq}.

Jednotlivé prvky trojce m; oznaéme jako xf(\yy (i), 22(s)- 1. funkee f (resp. g,h) vrati k zadanému indexu 7 index f(i)
(resp. h(i), g(i)) prvku trojice m;, ktery patii do mnoZiny X (resp. Y, Z).

Postavme A = {aq,...,ax, b1, ba}, kde

- aq,...,a odpovidaji trojicim myq, ..., mg,
— by a by jsou pomocné vyrovnavaci prvky.

Cenu s(a1) prvku a; proi € {1,...,k} popiSeme jeji binarni reprezentaci, ktera bude rozdélena an 3 - ¢ zon, z nichz kazdy
ma p = [log,(k + 1)] bitd. Kazda z téchto zén bude odpovidat jednomu z elementti X UY U Z.

Presnéji viz obrazek. . .

& &I P Lq Y1 Y2 PR Yq

Reprezentace s(a;) bude zaviset jen na prvcich trojice my, tedy na x sy, yg(i), @ 2n(;)- Vaha s(a;) bude mit nastaveny na
1 nejpravéjsi (t.j. nejméné vyznamné) bity v blocich oznacenych témito tfemi prvky, ostatni bity budou nulové:
s(a;) = 2vBa=F(D) 4 9p(a=9()) 4 opla=h(i)
Protoze pocet bitt, které potfebujeme na reprezentaci je 3pq a tedy polynomialni vzhledem k velikosti vstupu.
vSimnéte si: pokud poséitame hodoty v kterékoli zoné, nedojde k pietedeni, nebot jde o secteni nejvyse k jednicek.

Polozime
3q—1

B = Z 21?]’7
§=0

coz je Cislo, kde v kazdé z6né nastavime na 1 nejméné vyznamny bit.
Mnozina A’ C {a; |1 < i < k} bude spliovat

acA’

pravé kdyz M’ = {m; |a; € A’} je perfektni parovani M.

V tuto chvili jsme tedy uéinili pfevod problému 3D M na problém souctu podmnoziny, kde se ptame, za existuje vybér
prvki s celkovou cenou rovnou zadané hodnoté.

Abychom dostali na poloviny, doplnime dva prvky b; a by s cenami:

k
s(by) =2 <Zs(ai)> - B

i=1
s(by) = (Zs(aﬁ) +B
i=1
Na reprezentaci téchto vah nam postaci 3pg + 1 bita.

Pokud nyni A’ C A spliuje, Ze
Yos@= Y s(a)

acA’ a€A\A’



pak se oba sou¢ty musi rovnat 2 Zle s(a;), nebot to je polovina ze sou¢tu vsech prvkia Zle s(a;) + s(by) + s(ba).

Pritom plati, Ze prvky by a by se nemohou oba vyskytovat na jedné strang, tj. nemohou byt oba v A’ nebo oba v A\ A’,
protoze s(by1) + s(b2) =3 Zle s(a;).

bez Gjmy na obecnosti miZzeme predpokladat, ze by € A’ by € A\ A’

z toho plyne, zZe
Z s(a) =B
a€A'\{b1}

a prvky v A’ bez by tedy urcuji perfektni parovani v M.

Nyni predpokladejme, ze M’ C M je pefektni parovani. Definujeme A’ = {a; |m; € M'}

Musi platit, ze Y, 4 s(a) = B, a tedy Y 4. 4 s(a) +5(b1) = 22?21. s(a;),
coz znamena, ze mnozina {a;|m; € M’} U {b1} obsahuje prvky pravé poloviéni ceny.



