VCS — Prednaska 9

1 Pamétova sloZitost

SPACE(f(n)) = U{L | L je jazyk rozhodovany v paméti O(f(n))} (1)
k

NSPACE(f(n)) = U{L | L je jazyk nedeterministicky rozhodovany v paméti O(f(n))} (2)
k

Theorem 1 (Savitchova véta). Necht f: N = R, t.Z. n < f(n). Pak plati
SPACE(f?(n)) D NSPACE(f(n)).

Diikaz. Necht N je NTS rozhodujici A v paméti f(n). Zkonstruujeme deterministicky TS M, ktery rozhoduje A. TS M
pouziva proceduru (TS) CANYIELD, ktera testuje jestli jedna z konfiguraci NTS N miZe odvodit druhou v daném poctu
krokii. Pro konfigurace ¢; a co NTS N a &islo t € N, CANYIELD(c1, ¢2,t) piijme, pokud ¢y 1ze odvodit z ¢; v ¢ krocich, jinak
zamitne. (Znaceni [-] pfedstavuje zaokrouhleni nahoru).

TS CANYIELD pro vstupni slovo [c1, g, t]:
1. Pokud t = 1, testuje jestli ¢; = co nebo ¢; Fy ¢ pokud ano, pfijme, jinak zamitne.
2. Pokud t > 1 tak pro kazdou konfiguraci ¢,,, ktera vyuziva prostor f(n) : Spusti CANYIELD pro [c1, Cpm, (ﬂ] a
spusti CANYIELD pro [cp, c2, [ £]], pokud obé spustént skonéf prijetim, prijme.
3. Pokud neexistuje takova konfigurace c¢,,, pro které by doglo k pfijeti v pfedchozim bodu, zamitne.

Nyni definujeme M tak aby simuloval N néasledovné: Nejdiive upravime N tak, aby po sobé uklizel — ozna¢me jeho unikatni
piijimajici konfiguraci C*. Uréime konstantu d tak aby N nemélo vice nez 2% (™) konfiguraci pouzivajicich f (n) poli¢ek pasky
(n = |wl]). Vime, ze 2% je horni hranice pro ¢as kterékoli vétve vypoétu N nad w.

TS M pro w:
1. spust CANYIELD(CY,Ct, 24 (™),

Algoritmus CANYIELD zjevné fesi problém odvoditelnosti, a tedy N korektné simuluje N. Potfebujeme ho analyzovat, abycho
overili, jestli M pracuje v paméti O(f2(n)).

Kdykoli CANYIELD rekurzivné vyvola sam sebe, uloZi si ¢islo vnofeni, ¢1, co a t na zasobnik, aby je mohl obnovit pii
navratu z rekurzivniho vyvolani. Kazda drovnen rekurze tedy pouzije O(f(n)) prostoru navic. Dale kazda troven rekurze
rozdéli velikost ¢ na polovinu. Na zacatku je t rovno 24(") | takze hloubka rekurze je O(log 2% (™)), neboli O(f(n)). A tedy
celkové pouzita pamét je O(f2(n)).

Jesté jedna technicka zaleZitost vyvstava, protoZe algoritmus M potiebuje znat hodnotu f(n), kdyz vyvolava CANYIELD.
Toto mitizeme vyfesit modifikaci M tak, Ze postupné zkousi hodnoty f(n) = 1,2,3,.... Pro kazdou hodnotu f(n) = i, ten
modifikovany algoritmus pouzije CANYIELD, aby urc¢il N pouZije alespon i+ 1 paméti tak, Ze testuje jestli N muze dosdhnout
néjaké konfigurace délky i+ 1 ze startovni konfigurace. Pokud je pfijimajici konfigurace dosazitelné, M p¥ijimé; pokud zadna
konfugurace délky ¢ + 1 neni dosaZitelna, M zamit4; a jinak M pokrac¢uje hodnotou f(n) =i+ 1.

2 Trida PSPACE (a tfida NPSPACE) a PSPACE-aplné problémy
Definition 1. Trida PSPACE je definovdna jako
PSPACE = | JSPACE(n").
k
Remark 1. Analogicky k PSPACE bychom mohli definovat NPSPACE. Ze Savitchovy véty ale plyne, Ze by platilo PSPACE =
NPSPACE.

Definition 2. A je PSPACE-uplny jazyk, pokud

— A € PSPACE
— pro kaZdy B € PSPACE plati, Ze B <), A.



Definition 3 (TQBF). Jazyk TQBF je definovdn jako
TQBF = {[¢] | ¢ je pravdivd, plné kvantifikovand Booleovskd formule}.
Theorem 2. Jazyk TQBF je PSPACE-ipiny.

Diikaz. Nejdiive ukaZeme, ze TQBF € PSPACE

TS T pro [¢], kde ¢ je plné kvantifikovana Booleovska formule:
1. Pokud ¢ neobsahuje zadné kvantifikitory, je to vyraz obsahujici pouze konstaty. Vyhodnot ¢, pokud je pravdiva,
prigmi, jinak zamitni.
2. Pokud ¢ je rovna 3z, rekurzivné vyvolej T' na 1, nejprve x nahrad nulami, a poté x nahrad jednic¢kami.
Pokud alespon jedno vyvolani skondéilo pfijetim, prijmi jinak zamdtni.
3. Pokud ¢ je rovna Va1, rekurzivné vyvolej T' na 1), nejprve x nahrad nulami, a poté x nahrad jednickami.
Pokud alesponi obé& vyvolani skoncila ptijetim, prijmi jinak zamitni.

TS T zjevné rozhoduje TQBF. Abychom analyzovali jeho pamétovou sloZitost, viimnéme si, Ze hloubka rekurze je nejvyse
mnoZstvi proménnych. Na kazdé trovni si potfebujeme ulozit jenom hodnotu jedné proménné, zakze celkova pouZité pamét
je O(m), kde m je pocet proménnych, které se vyskytuji v ¢. A tedy T pracuje v linearnim case.

Dale ukédzeme 7e TQBF je PSPACE-tézky. Nechf A je jazyk rozhodovany TS M v paméti n* pro néjakou konstantu k.
Popiseme redukci v polynomickém c¢ase z A na TQBF.

Ta redukce zobrazuje w na kvantifikovanou formuli ¢ pravé tehdy, kdyz M pfijima w. Abychom zkonstruovali ¢, budeme
fesit obecnégjsi problém. Pokud méame dvé kolekce proménnych, oznacené c; a ¢y, které reprezentuji dvé konfigurace a ¢islo
t, zkonstruujeme formuli ¢, ., +. Pokud pfifadime c¢; a cp aktudlnim konfiguracim, formula je pravdiva pravé tehdy a jen
tehdy, pokud se M muZze dostat z ¢; do ¢z béhem ¢ kroki. Poté sestavime ¢ jako formuli ¢c,, . coccepr.is Kde b = 24 (") pro
n&jakou konstantu d, vybranou tak, ze M nema vice nez 2% (") moznych konfiguraci na vstupu délky n. Pro jednosduchost
predpokladejme t je mocnina 2.

Formule bude kodovat obsah poli¢ek pasky tak jako v dikazu Cookovy véty. Kazdé policko ma nékolik proménnych, jeden
pro kazdy symbol paskové abecedy a stav, odpovidajici moznym status;m kazdého policka. Kazda konfigurace ma n* poliek
a proto je zakédovana O(n*) proménnymi.

Pokud ¢t = 1, miZeme jednoduSe zkonstruovat ¢, ., ;. Navrhneme tu formuli tak, aby fikala, Ze c; je rovna cy nebo Ze z
¢y 1ze odvodit ¢; v jednom kroku vypodctu.

Pokud t > 1 zkonstruujeme ¢, ., ¢, rekurzivné:

Geyjeat = IMaV(es, ca) € {(c1,m1), (M, c2)} e, e, 2 -

Zapisem Y(c3, cq) € {(c1,m1), (m1,c2)} indikujeme, Ze proménné reprezentujici konfigurace cs a ¢4 mohou nabyvat hodnot

c1 a mp nebo hodnot my a co, a Ze vysledna formule ¢CS7C47% je pravdiva v obou pfipadech. Konstrukei Va € {y, z}[...]
ekvivalentni konstrukei Vz[(z <> y V o <> z) — ...], abychom dostali syntakticky korektni Booleovskou formuli (— a > lze

vyjadfit pomoci and a not).
Abychom vypoéitali velikost formule ¢, ., ;, kde h = 2# (™) viimnéme si, Ze kazda troven rekurze ma velikost O(f(n)).
Pocet arovni té rekurze je log(24(™), neboli O(f(n)). Takze velikost vysledné formule je O(f%(n)).

3 Trida L, trida NL a NL-tplné problémy

Potiebujeme upravit vypocetni model: Uvazujeme TS s dvéma péaskami:

— read-only vstupni paska,
— read/write pracovni paska.

A dodame zptsob detekce konce zacatku a konce vstupu (napf. zarazky jako u LBA), hlava na vstupni pasce musi zistat v
Gasti, na které je zapsan vstup. Pouze policka pouZita na pracovni pasce se pocitaji do pamé&tové slozitosti tohoto typu TS.

Definition 4. L je tiFida jazyki, které jsou rozhodované v logaritimickém case na deterministickém Turingové stroji. Neboli,
L = SPACE(logn).
NL je trida jazyki, které jsou rozhodované v logaritimickém case na nedeterministickém Turingové stroji. Neboli,
NL = NSPACE(logn).

Ezample 1. (a) {0F1% | k >0} € L,



(b) PATH € NL.

Definition 5. Preklada¢ v logaritimické paméti je T'S s read-only vstupni pdskou, write-only vystupni pdskou a read/write
pracovnt pdskou. Pracovni pdska miZe obsahovat jen O(logn) symboli.

Prekladac v logaritimické paméti M pocitd funkci f : X* — X*, kde f(w) je Fetézec, ktery zistane na vistupni pdsce poté,
co M zastavi, pokud zacal s w na vstupni pdsce.

Funkci f nazijvdme funkci vyéislitelnou v logaritmické paméti. Jazyk A nazveme jazyk redukovatelnyj v logaritmické paméti
na jazyk B, pokud A < B a redukce je vycislitelnd v logaritmické paméti (zapisujeme A <j, B).

Definition 6. Jazyk A je NL-1piny pokud

- AeNLC
— kazdy B € NL je redukovatelnyj v logaritmické paméti na B.

Theorem 3. Pokud A<;, BaBe€L, pak A€ L.

Theorem 4. Jazyk PATH je NL-iplny.



